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4.1.1  原函数的概念

先考察一个例子。

求出该函数表达式。

由于 xCx 2)'( 2 =+ C（ 为任意常量），

所以 CxxF += 2)(

这是一个与微分学中求导数相反的问题。

xxF 2)(' =，由题意知解：设所求函数为 )(xFy =

例1 某函数在区间 ),( ba x x2内的任一点 处的导数等于 ，
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一般地，我们给出下面的定义：

)(xF )(xf D则称函数 为已知函数 在区间 上的一个原函数。

例如，因为 xx cos)(sin =′ ),( +∞−∞∈x ,所以

定义4.1  设 )(xf D是定义在区间 上的已知函数。

)(xF Dx∈,对任何 均有若存在一个函数

)()( xfxF =′ ,或 dxxfxdF )()( =

xsin 是 xcos 在 ),( +∞−∞ 内的一个原函数。
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4.1.2  不定积分的定义

D )(xf定义4. 2 对于某区间 上的函数 ，若存在原函数，

)(xf )(xf为可积函数，并将 的全体原函数记为则称

dxxf )( ∫是被积函数， 称为被积表达式， 是积分号。

∫ += CxFdxxf )()( C（ 称为积分常数）

∫ dxxf )(

)(xf x )(xf称它是函数 的不定积分，其中 是积分变量，x

)(xF )(xf是 的一个原函数，则由定义有若
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例2  求下列不定积分：

∫ dxx2 ∫ + 21 x
dx

（1） （2）

Cxdxx +=∫ 32

3
1

Cx
x

dx
+=

+∫ arctan
1 2

23 )'
3
1( xx =解：由于 ，

3

3
1 x 2x是 的一个原函数。

)'(arctan x 21
1

x+解：由于 =
，

xarctan 21
1

x+是

的一个原函数。

所以

因此

因此

所以
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)1,0( 23x

)(xfy =

例3  求过 点，且在其上任一点处的切线斜率为

的曲线方程

23x解：曲线的切线斜率为 ，

得曲线簇

),( 00 yx当需要从积分曲线簇中求出过点 的一条积分曲线时，

。

Cxdxxy +== ∫ 323,3 2xyk =′=即

得

0xx = 0yy = CxFy += )( C， 代入 中解出 即可。只要把

13 += xyC+= 301 1=C，即 故所求曲线方程为：，

Cxy += 3 )1,0(由于曲线过 点，代入上式，，



《高等数学》

4.1.3不定积分的性质

性质1  求不定积分与求导或微分互为逆运算。

)(])([ xfdxxf∫ =′ dxxfdxxfd )(])([∫ =(1)  或

故得式（1）

于是 [ ] )()())(()( xfxFCxFdxxf =′=′+=
′

∫

设 是 的一个原函数，即)(xF )(xf )()( xfxF =′

∫ += ,)()( CxFdxxf则有
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CxFdxxF +=′∫ )()( CxFxFd +=′∫ )()((2)  或

也就是，不定积分的导数（或微分）等于被积函数（或被

积表达式）；一个函数的导数（或微分）的不定积分与这个

函数相差一个任意常数。

由 是 的一个原函数，即)(xF )(xf )()( xfxF =′

则有 ∫∫ +==′ CxFdxxfdxxF )()()(
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性质3  在求不定积分时，非零常数因子可以提到积

∫ ∫= dxxfkdxxkf )()( )0( ≠k

性质2  两个函数的代数和的不定积分，等于它们的

这个性质可以推广到任意有限多个函数的代数和的情况。

dxxgdxxfdxxgxf ∫∫∫ ±=± )()()]()([

不定积分的代数和，即

分号外面，即
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4.1.4  基本积分公式与直接积分法

∫ += )( 为常数kCkxkdx

∫ −≠+
+

= + )1(
1

1 1 µ
µ

µµ Cxdxx

∫ += Cxdx
x

||ln1

)1,0(
ln

≠>+=∫ aaCx
a

adxa
x

x

∫ += Cedxe xx

∫ +−= Cxxdx cossin

（1）

（2）

（3）

（4）

（5）

（6） ∫ += Cxxdx sincos（7）
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∫ ∫ +−== Cxxdxdx
x

cotcsc
sin

1 2
2

∫ += Cxxdxx sectansec

∫ +−= Cxxdxx csccotcsc

∫ +=
+

Cxdx
x

arctan
1

1
2

（9）

(10) 

(12) 

(13) 

∫ ∫ +== Cxxdxdx
x

tansec
cos

1 2
2

∫ +=
−

Cxdx
x

arcsin
1

1
2

（8）

(11) 
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例1  求 ∫ − dxxx )5( 2

∫∫ −=− dxxxdxxx )5()5( 2
1

2
5

2

Cxx +⋅−= 2
3

2
7

3
25

7
2

解：

注意：

是否等于被积函数，相等时结果是正确的，否则结果是错误的。

∫∫ −= dxxdxx 2
1

2
5

5

Cxxxx +−=
3

10
7
2 3

检验积分结果是否正确,只要对结果求导,看它的导数
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直接积分法

例2  求下列不定积分:(1) ∫ +− dx
x

e x )113( 2

∫ ∫ ∫ ∫+−=+− − dxdxxdxedx
x

e xx 2
2 3)113(

Cxxe x ++
+−

−= +− 12

12
13

解： 直接利用不定积分的运算性质和积分基本公式，

得

Cx
x

e x +++=
13
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(2) ∫
− dx

xx
x21

∫ ∫ −=
− −

dxxxdx
xx
x )(1 2

1
2
32

Cxx +−−=
−

2
3

2
1

3
22

解：先把被积分函数变形为代数和的形式，再求积分。

∫ ∫−=
−

dxxdxx )( 2
1

2
3
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(3) dx
xx∫ + )1(

1
22

dx
xx
xxdx

xx ∫∫ +
−+

=
+ )1(

1
)1(

1
22

22

22

∫ ∫ +
−= dx

x
dx

x 1
11

22

解：被积函数是分式，且不能直接积分，通常是把被积

函数分项，化为几个分式之和，再利用直接积分法求解。

∫ +
−= dx

xx
)

1
11( 22

Cx
x

+−−= arctan1
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(4) ∫ xdx2tan

dxxxdx )1(sectan 22 −= ∫∫

解：先利用三角恒等式变形，然后再积分：

注意：

∫∫ −= dxxdx2sec

Cxx +−= tan

C 。忘记加上积分常数

在不定积分的计算过程中，去掉积分符号后不要
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4.2.1 第一换元积分(凑微分)法

4.2  换元积分法

例如，求 ∫ dxxe x2

2

计算 ∫ + dxx 9)32( Cx ++≠ 10)32(
10
1

dxxxfxdxfxdF )()]([)()]([)]([ ϕϕϕϕϕ ′==

∫ ∫=′ )()]([)()]([ xdxfdxxxf ϕϕϕϕ那么

，有)()( ufuF =′，若)(xu ϕ=，令)]([ xF ϕ对于复合函数

CxFxFd +== ∫ )]([)]([ ϕϕ
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∫∫ ∫ ==′ duufxdxfdxxxf )()()]([)()]([ ϕϕϕϕ

dxxxf )()]([ ϕϕ ′此式告诉我们，如果某积分的被积表达式为

则有

)(xu ϕ=)()( xddxx ϕϕ =′的结构形式，则可先计算 ，并令 ，

再利用基本积分公式求得积分结果。

此方法称为第一换元积分法，又称凑微分法.

通过中间变量
2xu =

∫ ∫ +== Cexdedxxe xxx 222

)(2 2
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Cx ++= 10)32(
20
1
∫∫ ++=+ )32()32(

2
1)32( 99 xdxdxx

)52(
5
1 xddx −−=

∫∫ −−−=
−

−
)52()52(

5
1

52
1 2

1

xdxdx
x

Cx +−−= 52
5
2

解 把 ux52 − 视为中间变量 .因为

例1  求 ∫ −
dx

x52
1

.

所以

Cx +−
+−

⋅−=
+− 1

2
1

)52(
1

2
1
1

5
1

Cx ++
+

⋅= +19)32(
19

1
2
1
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∫∫ −−=− )6()6(
2
16 22

1
22 xdxdxxx

.)6(
3
1

2
32 Cx +−=

.62∫ − dxxx例2   求

)6(
2
1 2 −= xdxdx 得：解 由

Cx +−
+

⋅=
+1

2
1

2 )6(
1

2
1

1
2
1
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∫∫ = )(cos2cos xdxdx
x

x

.cos
∫ dx

x
x

例3  求

xddx
x

21
=解 由 得：

Cx += sin2
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∫ ∫ −
−

=
−

)1(
1

1
1

x
xx

x

ed
e

dx
e

e

.
1∫ −

dx
e

e
x

x

例4  求

解 由 )1( −= xx eddxe 得：

.|1|ln Cex +−=

∫ ∫= )(lnlnln 2
2

xxddx
x

x

.ln2

∫ dx
x

x
例5  求

解 由 )(ln1 xddx
x

= 得：

.ln
3
1 3 Cx +=
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∫ ∫= dx
x
xxdx

cos
sintan

.|sin|lncot∫ += Cxxdx

∫∫
−

=
− 2

22
)(1

a
xa

dx
xa

dx

.tan∫ xdx例6  求

解

同理可求得

.22∫ − xa
dx

例7  求

解

∫−= )(cos
cos

1 xd
x

Cx +−= |cos|ln

∫
−

= )(
)(1

1
2 a

xd

a
x

.arcsin C
a
x
+=
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dx

a
xaax

dx

1)(

11
2

222
+

⋅=
+ ∫∫

.22∫ + ax
dx

例8  求

解 )(
1)(

11
2 a

xd

a
xa +

⋅= ∫

.arctan1 C
a
x

a
+=



常见几种基本凑微分形式如下

, , , 0a b m a ≠（其中 是常数 且 ）

(1) );(1)(1 baxd
a

axd
a

dx ±==

)(
)1(

1
1

1 11 baxd
ma

dx
m

dxx mmm ±
+

=
+

= ++ ),1( −≠m(2) 
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),1(1
2 x

ddx
x

−= ;21 xddx
x

=特别是：

);ln(1)(ln1 bxad
a

xddx
x

±==(3) 

);(1 baed
a

dedxe xxx ±==(4) 

);(cossin xdxdx −=(5) 

);(sincos xdxdx =(6) 

);(tansec
cos

1 2
2 xdxdxdx

x
==(7)

).(cotcsc
sin

1 2
2 xdxdxdx

x
−==(8) 
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1
11

1

22

−
+−

=
− x

x
x
x

∫ ∫ −
++=

−
dx

x
xdx

x
x )

1
11(

1

2

.|1|ln
2
1 2 Cxxx +−++=

;
1

2

∫ −
dx

x
x .

232∫ +− xx
dx

例9  求积分：(1) (2) 

分析：本题中两个不定积分均不能直接用凑微分法求解，
需先把被积函数适当变形后再求积分。

解 (1)因为

所以

1
1)1)(1(

−
++−

=
x

xx ,
1

11
−

++=
x

x

∫ ∫ ∫ −
−

++= )1(
1

1 xd
x

dxxdx
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)2)(1(
1

23
1

2 −−
=

+− xxxx

∫ ∫ −
−

−
=

+−
dx

xxxx
dx )

1
1

2
1(

232

.|
1
2|ln C

x
x

+
−
−

=

(2)  因为

所以

,
1

1
2

1
−

−
−

=
xx

Cxx +−−−= |1|ln|2|ln

x

xx

x e
ee

e +
−+

=
+ 1

1
1

1

.
1

1 dx
ex∫ +例10   求

解 由于 得：,
1

1 x

x

e
e
+

−=
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∫∫ +
−=

+
dx

e
edx

e x

x

x )
1

1(
1

1
∫ ∫ +

+
−= )1(

1
1 x

x ed
e

dx

.)1ln( Cex x ++−=

dx
xx

xxxxdx ∫∫ +
+

=
tansec

)tan(secsecsec

.|tansec|ln Cxx ++=

.sec∫ xdx例11  求

解

∫ +
+

=
xx
xxd

tansec
)tan(sec
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∫ ∫
−

= dxxxdx
2

2cos1sin2

.2sin
4
1

2
Cxx

+−=

.sin2∫ xdx例12  求

解

∫ ∫−= )2(2cos
4
1

2
1 xxddx



4.2.2 第二换元积分法

)()]([)( tdgtgfdxxf ∫∫ = )(tgx =(令 )

dttgtgf )()]([ ′= ∫ (计算微分)

CtF += )( (求出积分)

这种方法称为第二换元积分法。

CtgF += − )]([ 1
(代回原自变量)



《高等数学》

∫ ∫ ⋅
+

=
− udu

u
udx

x
x 2

1
1

2

Cuu +−= )arctan(2

.1
∫

− dx
x

x
例13  求

,12 += ux ududx 2=1−= xu解 令 ，于是 ，从而

∫ +
= du

u
u

1
2 2

2

∫ +
−= du

u
)

1
11(2 2

.)1arctan1(2 Cxx +−−−=
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dx
x

x
x

+
∫

11
∫ −

−
⋅−= dt

t
ttt 22

2

)1(
2)1(

∫ −
+−= dt

t
)

1
11(2 2

Cttt +++−−−= 1ln1ln2

.|)11(|ln12 2 C
x

xx
x

x
+−

+
−

+
−=

.11 dx
x

x
x

+
∫例14  求

,1 2t
x

x
=

+ ,
1

1
2 −

=
t

x
x

xt +
=

1
解 令 ，于是

.

,
)1(

2
22 −

−=
t

tdtdx 从而

∫ −
−= dt

t
t

1
2 2

2

])
1

1
1

1(
2
1[2 ∫ +

−
−

+−= dt
tt

t

C
t
tt +
+
−

−−=
1
1ln2
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∫ + 3 xx
dx

∫ +
= 23

56
tt

dtt
∫ +

= 23

56
tt

dtt
∫ +

= dt
t
t

1
6

3

∫ +
−+

= dt
t

t
1

116
3

.3∫ + xx
dx

例15 求不定积分

x ,3 x解 在被积函数中含有 和 它们的根指数分别为2和3，

,6tx = ,6 5dttdx =,6 xt = 则其最小公倍数为6。设 从而

Ctttt ++−+−= )1ln
2
1

3
1(6 23







+
−+−= ∫ dt

t
tt )

1
11(6 2

.1ln6632 663 Cxxxx ++−+−=
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例16  求 .)0(22∫ >− adxxa

解 这个积分的困难在于根式 22 xa − ,但是我们可以

就可以化去根式.同时取 ],
2

,
2

[ ππ
−∈t 于是 tax sin=

有反函数 .arcsin
a
xt = 因此

∫ ∫ −=− )sin(sin22222 tadtaadxxa

∫= tdta 22 cos

1cossin 22 =+ tt ,作变量代换 ,sin tax =利用三角公式

∫ ⋅= tdtata coscos22

∫ += dtta )2cos1(
2
12
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=tcos t2sin1− 2

2

1
a
x

−= ,1 22 xa
a

−=

于是

.
2
1arcsin

2
22

2
22∫ +−+=− Cxax

a
xadxxa

]
2

,
2

[ ππ
−∈t ,所以因为

.)cossin(
2

2

Cttta
++=

Ctta
++= )2sin

2
1(

2

2
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例17  求 .)0(22∫ >
+

a
ax

dx

解 可以利用三角公式 tt 22 sectan1 =+ ,来化去根式,设

,tan tax = ),
2

,
2

( ππ
−∈t 则

∫ + 22 ax
dx

∫= dt
ta
ta

sec
sec2

利用例11的结果,注意到 )
2

,
2

( ππ
−∈t ,从而 0sec >t ，并有

tx 2tan1sec +=

便可计算如下：

.sec∫= tdt

,1 22 ax
a

+=
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∫ + 22 ax
dx

∫= dt
ta
ta

sec
sec2

∫= tdtsec

1

22

)ln( C
a

ax
a
x

+
+

+=

.)ln( 22 Caxx +++=

其中 aCC ln1 −= , 仍是任意常数.

1|tansec|ln Ctt ++=



一般地，当被积函数含有：

（2） 22 ax + ，可作代换 ;tan tax =

（3） 22 ax − ，可作代换 .sec tax =

22 xa − ，可作代换 ;sin tax =（1）



4.3  分部积分法

.∫ ∫−= vduuvudv

)(),( xvvxuu ==设函数 具有连续导数，

,)( vduuvdudv −=即

对该式两边同时积分

此公式称为不定积分的分部积分公式。

,)( vduudvuvd +=根据乘法微分公式有

∫∫ −= vduuvdxuv '即



分部积分的关键是首先明确适应于分部积分的被积函数类型、

U 的选择及凑成 dv。常见的分部积分类型共有五种：

∫ axdxxn sin nxu = ),cos1(sin ax
a

daxdxdv −==(1) 

∫ axdxxn cos nxu = );sin1(cos ax
a

daxdxdv ==或

∫ dxex axn nxu = );1( axax e
a

ddxedv ==(2) 

∫ ± dxbaxxn )ln( )ln( baxu ±=(3) 

);
1

1( 1+

+
== nn x

n
ddxxdv



∫ axdxxn arcsin axu arcsin= );
1

1( 1+

+
== nn x

n
ddxxdv(4) 

∫ bxdxeax cos axeu = ),sin1(cos bx
b

dbxdxdv ==或

bxu sin= ).1( axax e
a

ddxedv ==也可令

bxu cos= ).1( axax e
a

ddxedv ==也可令

∫ bxdxeax sin axeu = ),cos1(sin bx
b

dbxdxdv −==(5) 



解 被积函数属于第一种类型，应用分部积分法求解.

利用分部积分公式，得

∫∫ −= )cos(sin xxdxdxx

cxxx

xdxxx

++−=

−−−= ∫
sincos

cos)cos(

∫ xdxx sin1：求例

)cos(sin, ' xddvxdxdxvux −== 凑成则将为令幂函数



cexedxexedexdxxe

eddv
dxedxvux

dxxe

xxxxxx

x

x

x

+−=−==

=

=

∫∫∫

∫

由分部积分公式，有

凑成，则将作为取幂函数

数和指数函数构成，解：被积函数是由幂函

：求例

)(

2

'



Cxxx

xdxxx

xdxxxxxdxdxx

xddv

xdxdxvux

xdxx

+−=

−=

==

=

=

∫

∫∫∫

∫

2
2

2

222

2

'

4
1ln

2

2
1ln

2

)(ln
2

-ln
2

)
2

(lnln

)
2

(

ln

ln3

利用不定积分公式，有

凑成，则将作为取对数函数

数和对数函数构成，解：被积函数是由幂函

：求例



arctan xdx∫

∫ +
+

−= )1(
1

1
2
1arctan 2

2 xd
x

xx

.)1ln(
2
1arctan 2 Cxxx ++−=

.arctan∫ xdx例4  求

解

∫ +
−= dx

x
xxx 21

arctan

arctan (arctan )x x xd x= − ∫



sinxe xdx∫

.cossin ∫−= xdxexe xx

.sin∫ xdxex
例5  求

解 ∫−= )(sinsin xdexe xx

sinxe xdx∫

∫ xdxex cos此积分 仍属同一类型，再用分部积分法：

∫+−= )(coscossin xdexexe xxx

∫−−= xdxexexe xxx sincossin

sin ( )xxd e= ∫

sin cosx xe x xde= − ∫



2 sinxe xdx∫

.)cossin(
2
1sin Cxexexdxe xxx +−=∫

注意到：结果中又有原积分式出现，此时移项解方程，

即可求得原积分:

故

其中
2

1CC = 为任意常数.

1sin cos ,x xe x e x C= − +



2 xx e dx−∫

,22 dxexex xx −− ∫+−=

2 xx e dx−∫

.2 dxex x−∫例6  求

解

dxex x−∫这里，积分 仍需继续利用分部积分法求解，

∫ −− −−−= )( 22 xdeex xx

由上例的结果得：

.)22( 2 Cexx x +++−= −

2 ( )xx d e−= −∫

2 2 ( 1)x xx e e x C− −= − − + +



( )xf x dx∫

∫= xxd 2sec

这个例子说明，在积分过程中往往要兼用换元法和分部积分法。

.tansec2 Cxxx +−=

∫−= xdxxx 22 secsec

( ) ),(sec2 xfx =
′

解 因为 所以

x2sec )(xf .)(∫ dxxxf设 是 的一个原函数，求例7

( )2secx x dx
′

= ∫
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