
第8章 线性代数初步

线性代数（linear algebra）的理论和方法广泛应用于科学技术、工程技术和国民经

济等众多领域，它是数学的一个分支，主要研究对象是向量，向量空间（或称线性空间）

线性变换和有限维的线性方程组.线性代数理论已被泛化为算子理论，在数学建模中非线性

模型通常可以近似为线性模型，使得线性代数被广泛应用于自然科学及社会科学中。本章将

介绍线性代数理论中的行列式、矩阵、向量组线性相关性、线性方程组、矩阵的特征值等内容.

8.1 行列式

本节主要介绍行列式的定义、性质及其计算方法.

一、行列式的定义

    将 2n 个数 ija （ i , j =1,2,…,n）排成 n个横行及 n个竖列的方形表格，两边再用竖

线“|”围起，就得到n阶行列式的记号：

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

...

............

...

...

21

22221

11211

    其中每个数 ija 称为行列式的元素，它有两个下标，第一个下标 i表示该元素所在的行

数，第二个下标 j表示所在的列数， ija 就是 i行 j列的元素. 行列式的行数是从上到下依

次为第一行，第二行，…，第 n行.列数是从左到右依次为第一列，第二列，…，第 n列.

行列式有两条对角线，由左上到右下那条对角钱称为主对角线，在主对角线上的元素为 11a ,

22a ,…， nna .由右上到左下的对角线有时称为副对角线.

根据行列式的定义，一二三阶行列式可以计算如下：

一阶行列式： 11a = 11
0)1( a = 11a

二阶行列式：
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2221

1211

aa

aa
= 2211

0)1( aa + 2112
1)1( aa = 2211 aa － 2112 aa

三阶行列式：

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

= 332211
0)1( aaa + 312312

2)1( aaa + 322113
2)1( aaa + 312213

3)1( aaa

= 332211 aaa + 312312 aaa + 322113 aaa － 312213 aaa － 332112 aaa － 322311 aaa

如果在三阶行列式中，将冠以“+”号的项的三个数用实线加以连接，将冠以“－”号

的项的三个数用虚线加以连接，就可以得到如下图形：

利用这个图形，很容易写出三阶行列式的六项代数和.

例1  计算以下两个行列式：

（1） 1D =
34

12
  （2） 2D =

532

401

123





解  （1） 1D = 4132  = 46  = 2

（2） 2D = )3(1)1(242503  512)3(4320)1( 

       = 103603160  = 45 .     

二、行列式按行（列）展开

定义1  在 n阶行列式中，划去元素 ija 所在的第 i行和第 j列剩下的 1n 阶行列式记

作 ijM ，称为元素 ija 的余子式，而 ijA = ij
ji M )1( 称为元素 ija 的代数余子式.

例如三阶行列式

2

+ 332112
1)1( aaa + 322311

1)1( aaa



D =

321

321

321

ccc

bbb

aaa

则 1 行 1 列元素 1a 的余子式 11M 及代数余子式 11A 为

11M =
32

32

cc

bb
， 11A = 11

11)1( M = 11M =
32

32

cc

bb

2 行 3 列元素 3b 的余子式 23M 及代数余子式 23A 为

23M =
21

21

cc

aa
， 23A = 23

32)1( M = 23M =
21

21

cc

aa


由定义可知，当元素所在的（行数+列数）为偶数时，代数余子式和余子式相等，为

奇数时，代数余子式和余子式相差一个符号.

定理1  设n阶行列式

D =

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

⋯

⋯

⋯

21

22221

11211



则有

按第 i行展开式：D = ininiiii AaAaAa  ⋯2211 .( i =1,2,…,n )

按第 j列展开式：D = njnjjjjj AaAaAa  ⋯2211 .( j =1,2,…,n ).

推论1  行列式某一行（列）的元素与另一行（列）对应元素的代数余子式乘积之和等

于零.即

jninjiji AaAaAa  ⋯2211 =0， )( ji  ，

和   njnijiji AaAaAa  ⋯2211 =0， )( ji    

利用行列式的展开式，可以将计算 n阶行列式化为计算 n－1阶行列式.对于数字元素

的行列式，经常将某行（列）的元素除一个元素外都化为零，再按该行（列）展开，达到

降阶的目的.
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例2  计算行列式

D=

1234

1212

1124

0132






解  第 4 列比较简单，并且还有一个 0，所以我们对行作运算，使第 4 列除一个元素

外，其余元素都是 0，具体计算如下

34

32

rr

rr
D




0022

1212

0112

0132





按第 4 列展开

022

112

132

43)1(1




022

040

132
12




 rr
按第 3 列展开

22

40
31)1( 




           = )]2)(4(20[  =8.

例3   设

D =

2235

0070

2222

0403




求（1）D中第三行各元素的代数余子式之和 34333231 AAAA  ;

  （2）D中第四行各元素余子式之和 44434241 MMMM  .

解 （1）将 34333231 AAAA  看作D中第 3行元素改为 1,1,1,1 后，再按第 3行展

开的展开式，故有

34333231 AAAA  =

2235

1111

2222

0403



=0.
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（2） 44434241 MMMM  = 44434241 AAAA 

=

1111

0070

2222

0403




按第3行展开

111

222

043

23)1(7




= 28)4(7  .

习 题 8-1

A.基本题

1. 计算以下行列式

（1） 1D =
34

21




  （2） 2D =

532

041

123





  （3） 1D =

532

041

003





B.一般题

2. 计算以下行列式

   （1） 2D =

500

010

123





  （2） 3D =

500

030

002





  

   （3） 4D =

002

040

100





     （4）D =

014

101

941

       

C.提高题

3. 计算行列式

D=

2301

1213

1214

0212




8.2 矩 阵
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本节主要介绍矩阵的基本概念与运算和矩阵的秩.通过伴随矩阵可以求出矩阵的逆矩阵,

利用矩阵的初等变换,求逆矩阵和计算矩阵的秩.

一、 矩阵概念

矩阵是从许多实际问题中抽象出来的一个数学概念,它在自然科学的各个领域和经济管

理、经济分析中有着广泛的应用.我们常常用数表表示一些量或关系，如工厂中的产量统计

表，市场上的价目表等等.来看这样一个简单的实例：

 例1  某户居民第二季度每个月水（单位：吨）、电（单位：千瓦时）、天然气（单位：

立方米）的使用情况，可以用一个三行三列的数表表示为

                         水   电   气

                        

















1621010

1519010

141659

 由例1可以看到，对于生活中的问题可以用数表来表示，我们将这样的数表称为矩阵.

定义 1  将 nm 个数 ija ),,1,,,1( njmi ⋯⋯  排成一个矩形的表格，用方

括号（或圆括号）围起来，称为 nm 矩阵，记为

A =



















mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

⋯

⋯⋯⋯⋯

⋯

⋯

21

22221

11211

，简记为 A = nmija )(

也记为 nmA  ，指明 A是 nm 矩阵，记为( ija )仅指明 i行 j列元素为 ija .有关矩阵的元素，

行、列，对角线等名称，与行列式的相应名称相同，不再重述.但应注意，矩阵是数的

表格,行列式是数，两者应严加区别.

当m =n时， A称为 n阶方阵或 n阶矩阵.一阶矩阵  11a 看作数 11a ，除此之外，矩阵

是表格，不是数.

零矩阵及单位矩阵 元素都为0的 nm 矩阵称为零矩阵，记为 nm0 或0.(今后遇到0,

是代表数零还是零矩阵,根据上下文可以分辩清楚).主对角线上元素全是 1，其余元素全是

0的n阶方阵称为n阶单位矩阵，记为 nE 或E .
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例如：0= 







000

000
是 32 的零矩阵，E =

















100

010

001

是3阶单位矩阵.

行矩阵及列矩阵 只有一行的 n1 矩阵 A = ),,,( 21 naaa ⋯ 称为行矩阵（为避免混淆，

用逗号将元素隔开）.只有一列的 1n 矩阵

B =



















nb

b

b

⋮

2

1

称为列矩阵.

矩阵相等 设 A = nmija )( ， B = nmijb )( 是两个 nm 矩阵，当所有对应元素都相等时，

称 A与B相等，记为 A =B .即

A =B ija = ijb ， i =1,2,…, jm, =1,2,…,n.

两个 nm 矩阵相等的一个等式，相当于 nm 个数量等式.

二、 矩阵的计算

1.矩阵的加法

定义2  设 A = nmija )( ，B = nmijb )( 是两个 nm 矩阵， k为数，则

BA = nmijij ba  )( =

AkkA  = nmijka )( =


























mnmnmmmm

nn

nn

bababa

bababa

bababa

⋯

⋯⋯⋯⋯

⋯

⋯

2211

2222222121

1112121111



















mnmm

n

n

kakaka

kakaka

kakaka

⋯

⋯⋯⋯⋯

⋯

⋯

21

22221

11211

记 A = nmija  )( ， BA = )( BA  = nmijij ba  )( .

应注意，只有两个同是 nm 类型的矩阵才能相加.

    例 2  设矩阵

A = 










152

403
，  B = 











130

432
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求 A + B，A - B.
    解  

               A + B = 










152

403
+ 











130

432

                    = 










11)3(502

4430)2(3
= 








 022

031

               A - B = 










152

403
- 











130

432

                    = 










11)3(502

4430)2(3
= 











282

835

2.矩阵的乘法

定义3  设 A = smija )( ，B = nsijb )( ，则

    AB = nmijc )( ，其中 ijc = sjisjiji bababa  ⋯2211 ( i = m,,2,1 ⋯ ， j = n,,2,1 ⋯ )

乘积 AB的定义要注意以下三点：

第一， A的列数必须等于B的行数，乘积 AB才有意义；

第二，乘积 AB的行数等于 A的行数，列数等于B的列数；

第三，乘积 AB的 i行 j列元素 ijc ，是由 A的第 i行与B的第 j列对应元素相乘之和.

例3  （1）设

A = 







012

301
，B =


















02

11

14

，则

AB = 










00111220)1(142

03101123)1(041
= 








37

110

BA = 

























012

301

02

11

14

=

















602

311

1216

， BAAB 

AA= 







012

301








012

301
无意义.(第一因子列数 第二因子的行数)
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AE2 = 







10

01








012

301
= 








012

301
= A

3AE = 







012

301

















100

010

001

= 







012

301
= A

即 AE2 = 3AE = A，说明单位矩阵E在矩阵乘法中的作用类似于数1在数的乘法中的作用.

（2）设 =

















3

2

1

， =  6,5,4 ，则

        =

















3

2

1

 6,5,4 =

















181512

12108

654

        = 6,5,4

















3

2

1

= 18104  =  32 =32.

其中 是三阶矩阵，而 是一阶矩阵，是一个数，   .

矩阵的幂 设 A为 n阶方阵，定义 AA 1 , AAA 2 ,…, nA = AAA⋯  (n个 A相

乘).矩阵的幂有以下性质：

nmAA = nmA  ， nmA )( = mnA .( nm, 为正整数).

三、 矩阵的转置及对称矩阵

定义 4  将矩阵 A的各行换作相同序数的列，所得的矩阵记作 TA ，称为 A的转置矩阵.

（将 A化为 TA 称为将矩阵 A转置.）例如

A = 








321

321

bbb

aaa
的转置矩阵为 TA =

















33

22

11

ba

ba

ba

若 A为 nm 矩阵，则 TA 为 mn 矩阵. A中 i行 j列的元素 ija ，在 TA 中位于 j行 i

列的位置上.
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转置矩阵有以下性质（设 BA, 为矩阵， k为数，运算可行）：

（1） TTA )( = A ;

（2） TBA )(  = TT BA  ;

（3） TkA)( = TkA ;

（4） TAB)( = TT AB .

定义 5  对于n阶矩阵 A，若有 AAT  ，则称 A为对称矩阵.

设 A = nnija )( ，则 TA = jiaA = ),,2,1,( njiaij ⋯

即在对称矩阵 A中，每一对关于主对角线相对称的元素都相等.

例如，下面三个矩阵 0,,BA 都是三阶对称矩阵.

A =



















510

132

021

，B =


















400

030

002

，0 =

















000

000

000

对称矩阵有以下性质：

（1）若 BA, 都是 n阶对称矩阵，则 BA 及 kA也是对称矩阵( k为数).但 AB不一

定为对称矩阵，例如

A = 







21

11
及B = 








11

12
都是对称矩阵，但 AB = 








34

23
不是对称矩阵.

（2）若 BA, 都是 n阶对称矩阵，则 AB仍为对称矩阵的充分必要条件是 A与 B可交

换（即 BAAB  ）.

四、 n阶矩阵的行列式

定义 6  设 A为 n阶矩阵,保持 A的元素位置不动，由 A的元素所构成的 n阶行列式称

为 A的行列式，记作 A或 Adet .即
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A =



















nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

⋯

⋯⋯⋯⋯

⋯

⋯

21

22221

11211

的行列式为 A =

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

⋯

⋯⋯⋯⋯

⋯

⋯

21

12221

11211

应注意： A是数的表格， A 则是一个数，它们是不同性质的对象，也有着许多不同

的运算性质，应严加区别.

n阶矩阵的行列式有以下性质（设 BA, 为n阶矩阵， k为数）

（1）
TA = A ；

（2） kA = Ak n ；

（3） AB = BA .

五、n阶矩阵的伴随矩阵

定义 7  设有n阶矩阵

A =



















nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

⋯

⋯⋯⋯⋯

⋯

⋯

21

22221

11211

将 A中所有元素 ija 都改为它的代数余子式 ijA 后，再转置，所得矩阵称为 A的伴随矩阵，

记作 *A ，即 

     *A =

T

nnnn

n

n

AAA

AAA

AAA



















⋯

⋯⋯⋯⋯

⋯

⋯

21

22221

11211

=



















nnnn

n

n

AAA

AAA

AAA

⋯

⋯⋯⋯⋯

⋯

⋯

21

22212

12111

例如，设 A = 







dc

ba
，则 A的伴随矩阵为  *A =

T

ab

cd











= 











ac

bd
.

即将二阶矩阵 A的主对角线上的元素相交换，副对角线上的元素变号，就得到二阶矩阵 A

的伴随矩阵 *A .

11



伴随矩阵有以下基本性质： *AA = AA* = EA .

六、 n阶矩阵的逆矩阵

定义 8  设 A为n阶矩阵，若存在n阶矩阵B，使得

EBAAB  ，(E为n阶单位阵)

则称 A为可逆矩阵，B称为 A的逆矩阵，记作 BA 1 .

定理1  n阶矩阵 A为可逆矩阵的充分必要条件是 A的行列式 0A .当 A可逆时，

逆矩阵为
*1 1
A

A
A 

.

推论1  若 EAB  （或 EBA  ），则 A可逆，且 BA 1 .

逆矩阵有以下性质：

（1）若 A可逆，则 1AA = AA 1 =E，且
1A =
A

1
.

（2）若 A可逆，则 1A 可逆，且 11)( A = A .

（3）若 A可逆，则 TA 可逆，且 1)( TA = TA )( 1 .

（4）若 A可逆，数 0k ，则 kA可逆，且
11 1

)(   A
k

kA .

（5）若 A ,B同阶可逆，则 AB可逆，且 111)(   ABAB .

若 A可逆，则定义 EA 0 ， mm AA )( 1  ，则幂的性质

mnnm AA )( ，  nmnm AAA 

对一切整数 nm, 都成立.

可逆矩阵又称为非奇异矩阵，不可逆矩阵称为奇异矩阵.

例 4  判断下列矩阵可逆，并求其逆矩阵.

（1） A = 







43

21
      （2）B =





















111

211

120

12



解  （1） A = 







43

21
= 02  ，故 A可逆.

A = 










13

24
，故 1A =

A
A

1
=

2

1

 










13

24
=
















2

1

2

3
12

（2） B =





















111

211

120
23 rr 















 

100

211

120

=
10

12 
 = 02 

故B可逆.计算各元素的代数余子式如下：

11A =
11

21


=1， 12A =

11

21


 =－1， 13A =

11

11


=0，

21A =
11

12




 =3， 22A =
11

10




=－1， 23A =
11

20


 =－2，

31A =
21

12 
=5， 32A =

21

10




 =－1， 33A =
11

20
=－2.

B的伴随矩阵为

B
















332313

322212

312111

AAA

AAA

AAA

=




















220

111

531

故得    
2

111


  B

B
B




















220

111

531

=





















 

110

2

1

2

1

2

1
2

5

2

3

2

1

.

例 5  设 A = 






 
13

12
， B 








22

11
，求二阶矩阵 X ,,Y 使满足 BYABAX  , ，

（也就是解矩阵方程 BYABAX  , ）.
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解  A = 05  ， A = 







 23

11
， 1A = 








 23

11

5

1

在 BAX  两边左乘以 1A ，得 AXA 1 = BA 1 ，即 X = BA 1 .再代入 AX =B中，得

)( 1BAA  = BEB  ，故 X = BA 1 满足方程 BAX  .计算得

X = BA 1 = 















 22

11

23

11

5

1
= 








11

33

5

1
=





















5

1

5

1

5

3

5

3

在YA=B两边右乘以 1A ，得 1YAA = 1BA ，即Y = 1BA .再代入YA=B中，可知Y =

1BA 满足方程YA=B，计算得

Y = 1BA = 
















23

11

5

1
22

11
= 

















23

11

22

11

5

1
= 











64

32

5

1
=





















5

6

5

4
5

3

5

2

由计算结果可见 X Y .这是由于 A与B不可交换的缘故.因此,在等式两边乘一个矩

阵时，特别要注意是在左边乘还是在右边乘.

七、 初等变换及利用初等变换求逆矩阵

对矩阵作以下三种变换，称为矩阵的行初等变换：

（1）交换两行.（交换 ji, 两行记作 ji rr  ）;

（2）以 0k 乘某行.（ k乘第 i行记作 ikr ）;

（3）以 k乘某行加到另一行.（ k乘第 j行加到第 i行记作 ji krr  ）.

将三种变换中的“行”字改为“列”字，就称为列初等变换.（记号依次换作 ji cc  ，

ikc , ji kcc  ）.行初等变换与列初等变换统称为初等变换.

矩阵经初等变换后会发生改变.我们用 BA 表示矩阵 A经初等变换化成矩阵 B，用

BA 行 表示仅用行初等变换将 A化成 B， BA 列 表示仅用列初等变换将 A化成

14



B .              

引理1  若 ),(),( BEEA 行 ，（E为单位阵），则B = 1A .

由引理得到用初等变换求逆矩阵的方法：

第一步，在 A的右边放上同阶的单位矩阵E，得到 nn 2 矩阵 ),( EA

第二步，对 ),( EA 作行初等变换，目标是将 A化为单位阵 E，设 ),( EA 化为 ),( BE ，

则B就是所求的 1A .

例 6  设 A =

















 111

211

120

，求 1A .

解  ),( EA =


















 






















100111

001120

010211

100111

010211

001120
21 rr

































 



110100

00
2

1

2

1
10

010211

110100

001120

010211
2

13 2

1
rrr





















 



























 






110100
2

1

2

1

2

1
010

2

5

2

3

2

1
001

110100

00
2

1

2

1
10

01
2

1

2

5
01

31

32

21
2

5

2

1

rr

rr

rr

故得     1A =




























110

2

1

2

1

2

1

2

5

2

3

2

1

八、矩阵的秩

定义 9  设 A为 nm 矩阵，任取 A中的 k行和 k列 ),( nkmk  ，在这些行、列交叉
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处的元素构成的 k阶行列式，称为 A的 k阶子式. nm 矩阵 A的 k阶子式共有
k
n

k
mCC 个.

定义10  设矩阵 A中有一个 r阶子式 0D ，而所有 1r 阶子式（若存在的话）都等

于0，则称数 r为矩阵      A      的秩，记作 )(AR 或 )(Ar 或秩 )(A .并规定零矩阵的秩等于0.

若 A中的所有 1r 阶子式都等于 0，由行列式展开式可知，所有 2r 阶子式（若存

在的话）也都等于0，依次类推，可知 A中所有高于 r阶子式都为0.因此可以说：矩阵 A

的秩就是 A中不等于      0      的子式的最高阶数.

例 7  求下列矩阵的秩.

A =























00000

21000

42310

32012

，B =

















963

642

321

，C =

















000

200

000

解  取 A的1,2,3行和1,2,4列，得到一个3阶子式

100

210

212





=  2 0

而 A的所有 4阶子式都等于0（因为都含有一个全为0的行）.因此， A的秩 )(AR =3.

B中任意两行成比例，所以 B的所有2阶子式都等于 0，但有1阶子式 1 = 01 ，所以 B

的秩 )(BR =1.C中有一个一阶子式 2 = 02  ，而所有二阶子式都=0，所以C的秩 )(CR

=1.（可见秩的大小不在于非零元素的多少，而在于非零最高阶子式的阶数的大小）

只有像例 7中这些较简单的矩阵，可以由定义直接求出它的秩.对于较大的一般矩阵，

要用定义求它的秩就较困难.计算矩阵 A的秩，主要是先用初等变换将矩阵 A化为较简单

的矩阵B，再由定义求出B的秩，从而得到 A的秩.这就需要下面的定理：

定理2  若 A经过初等变换化成 B，则 )(AR = )(BR .换句话说，矩阵经初等变换后秩

不变.或者说，等价矩阵的秩相等.

有此定理，我们就可以利用初等变换将矩阵 A化简成B，再由B的秩得到 A的秩.
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例 8  求矩阵 A =

























46063

33242

20842

11221

 的秩.

解  对 A作行初等变换如下




















































13600

51200

01200

11221

13600

51200

02400

11221

2
12

14

13

2

1
2

3
2

rrr

rr
rr

A

















 

 

















 




00000

50000

01200

11221

10000

50000

01200

11221

34
23

24

5

1

3

rrrr

rr
=B .

取B中第1,2,3行和1,3,5列的交叉处元素，构成一个不等于0的三阶子式

D =

















500

020

121

= 010 

B中所有 4阶子式都等于0，所以B的秩 )(BR =3，因为初等变换不会改变矩阵的秩，所以

)(AR = )(BR =3.

习题8-2

A.基本题

1. 已知 A = 







012

301
，B =


















02

11

14

，求 .,,,,2 EAAEBAABA .

2. 已知 A =



















510

132

021

，求
1,TA A A-及 .

3. 利用矩阵的初等变换求下列矩阵的逆矩阵 1A- .
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（1） 









12

21
A                （2） A =





















411

132

211

B.一般题

4. 求下列矩阵的秩.

A =
























14131

21022

00311

00002

，B =

















15105

963

321

，C =


















020

001

000

5.设 A =



















111

111

111

，B =


















150

421

321

,   求 AAB 23  及 BAT .

6. 解下列矩阵方程

(1). 



















41

23

41

51
X ;

(2). 






 






















234

311

111

012

112

X ;

C.提高题

7. 用初等变换求下列方阵的逆阵

(1) 

















323

513

123

 ;      (2) 























1210

2321

1220

1023

.

8.3 向量组的线性相关性

本节主要介绍n维向量组的线性相关和线性无关,向量组的秩及其与矩阵秩的联系.

一、n 维向量及其运算

定义1  n个有次序的数 1a , 2a ,…, na 所组成的数组称为n维向量，记作
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 =( 1a , 2a ,…, na )

其中每一个数称为分量.第 i个数 ia 称为第 i个分量.分量为实数的向量称为实向量，分量为

复数的向量称为复向量.本书主要讨论实向量.全体n维实向量记作 nR .

今后我们用小写的希腊字母 ,,  ,…代表向量.

定义2  设有两个向量

 =( 1a , 2a ,…, na )， =( 1b , 2b ,…, nb )

如果 与 的各分量对应相等，则称 与 相等，记作 = ，即

 = ia = ib ),,2,1( ni ⋯

定义3  设有两个向量

 =( 1a , 2a ,…, na )， =( 1b , 2b ,…, nb )

k为数，定义加法及数乘运算如下.

加法： + = ),,,( 2211 nn bababa  ⋯ .

数乘： k = nkakaka ,,,( 21 ⋯ ）.

向量的加法及数乘运算称为向量的线性运算.

记  = ),,,( 21 naaa  ⋯ ，称为 的负向量.

 － = +(－ )= ),,,( 2211 nn bababa  ⋯ ，称为 与 的差.

各分量都等于 0 的向量称为零向量，记作 0，即

0=(0,0,…,0)

以上我们将向量记成一行，称为行向量，n维向量也可以记成一列

 =



















na

a

a

⋮

2

1
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称为列向量.为节省篇幅，列向量常记作行向量的转置 =( 1a , 2a ,…, na ) T .

二、向量组的线性相关和线性无关

定义 4  设  ,,,, 21 ma⋯ 都是n维向量.如果存在m个数 mkkk ,,, 21 ⋯ ，使得

          = mmkkk   ⋯2211                 （3.1）

则称 可由 m ,,, 21 ⋯ 线性表示，又称 是 m ,,, 21 ⋯ 的线性组合.

定义 5 设 m ,,, 21 ⋯ 是n维向量.如果存在m个不全为0的数 mkkk ,,, 21 ⋯ ，使得

                 mmkkk   ⋯2211 =0                 （3.2）

则称 ma,,, 21 ⋯ 线性相关.

如果 ma,,, 21 ⋯ 不是线性相关，即只有当 mkkk ,,, 21 ⋯ 都全为0时，（2）式才能成

立，则称 ma,,, 21 ⋯ 线性无关.换句话说，即

ma,,, 21 ⋯ 线性无关若 mmkkk   ⋯2211 =0,则 021  mkkk ⋯ .

线性相关与线性表示有以下关系：

ma,,, 21 ⋯ 相线相关 ma,,, 21 ⋯ 中至少有一个向量可由其余的向量线性表示.

    例 1  设 =(2,3)， 1 =(1,0)， 2 =(0,1)，0=(0,0)，则

 = 21 32   ，故 可由 21, 线性表示.

  21 32 =0，故 21, ,  线性相关.

10  + 20  + 01 =0，故 21, ,0也线性相关，其中 0 可由 21, 线性表示，即 0=

10  + 20  ，但 1 不能由 2 ,0线性表示， 2 也不能由 1 ,0线性表示.
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若 2211  kk  = ),( 21 kk =0，则必有 0,0 21  kk ，故 21, 线性无关.

例2  含有零向量的向量组：0, 1 ,…, m 必线性相关.

因为 m  0001 1 ⋯ =0，且1,0,…,0不全为0.

三、向量组的秩

定义 6  设有两个n维向量组 A，B 如下

A： sa,,1 ⋯                 B： t ,,1 ⋯

若A 中每一个向量都可以由向量组 B 线性表示，则称向量组 A 可由向量组 B 线性表示.

若向量组 A 可由向量组 B 线性表示，且向量组 B也可以由向量组 A 线性表示，则称向

量组 A 与 B 等价.

不难验证，若向量组 A可由向量组B线性表示，又向量组 B可由向量组 C线性表示，

则向量组A可由向量组C线性表示.

定义 7 设 A是 n维向量组. (A 中所含有的向量个数可以是有限个，也可以是无限多

个.)如果（1）A中有 r个向量 ra,,1 ⋯ 线性无关.

（2）A中任意 1r 个向量（若存在的话）都线性相关.

则称 ra,,1 ⋯ 为 A 中的一个最大线性无关组，简称为最大无关组.

因为线性相关向量组再增加向量仍是线性相关组.所以 A中任意 1r 个向量线性相关，

则任意 2r 个向量（若存在的话）也线性相关，依次类推，可知 A中任意个数大于 r的向

量组（若存在的话）都线性相关.因此，定义 6中的向量组 ra,,1 ⋯ 是A的所有线性无关组

中所含向量个数最大的，因此称之为最大线性无关组.

定义 8  向量组A中最大线性无关组所含向量的个数 r，称为向量组A的秩.只含零向量

的向量组没有最大无关组，规定其秩为0.向量组A的秩记为 R(A)或秩(A).

根据最大无关组及秩的定义，下面的等价式成立.

ma,,1 ⋯ 线性无关 R ( ma,,1 ⋯ )=m .

ma,,1 ⋯ 线性相关 R ( ma,,1 ⋯ )<m .
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(m为向量组 ma,,1 ⋯ 的个数)

A的行向量组 m ,,1 ⋯ 的秩 ),( 1 mR  ⋯ 称为矩阵 A的行秩.

A的列向量组 n ,,1 ⋯ 的秩 ),,( 1 nR  ⋯ 称为矩阵 A的列秩.

    下面给出矩阵的行秩、列秩及矩阵秩的关系.

定理1  设矩阵 A经过初等变换化成B .则

      A的行秩=B的行秩， A的列秩=B的列秩

换句话说，矩阵经初等变换后，行秩和列秩都不变.

定理2  矩阵 A的行秩= A的列秩= A的秩 R( A ).

定理3  设向量组 ka,,1 ⋯ 线性无关，且

             

















kkkkkk

kk

kk

ccc

ccc

ccc






⋯

⋯

⋯

2211

22221212

12121111

则向量组 k ,,, 21 ⋯ 线性无关的充分必要条件为上述关系式的系数矩阵 C = kkijc )( 的行

列式 0C ，即

C = 0

21

22221

11211



kkkk

k

k

ccc

ccc

ccc

⋯

⋯⋯⋯⋯

⋯

⋯

例 3 设有向量组 1 =(1,-1,2,4)， 2 =(0,3,1,2)， 3 =(3,0,7,14)， 4 =(1,-

2,2,0)， 5 =(2,1,5,10)，求向量组 1 , 2 , 3 , 4 , 5 的秩，并求它的一个最大无关组.

解  以这组向量作为列，作成矩阵 A，即
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A =  TTTTT
54321 ,,,,  =




















1001424

52712

12031

21301

对 A 作行初等变换，将 A 化为阶梯形矩阵，过程如下：

A




























24220

10110

31330

21301

14

12

13

4

2

rr

rr
rr






















  

24220

31330

10110

21301

32 rr
























04000

01000

10110

21301

24

23

2

3

rr

rr




















  

00000

01000

10110

21301

34 4rr
=B =  54321 ,,,, 

B为阶梯形矩阵，含有三个非零行，故 R(B )=3.因而有

),,,,( 54321 R = ),,,,( 54321
TTTTTR  =R( A )=R( B )=3

B中任何三个线性无关的列都是 54321 ,,,,  的最大无关组.考察第 1,2,4 列作成的矩阵

1B =  421 ,,  =




















000

100

010

101

， 1B 有一个三阶子式

100

010

101


=－1 0 ，

因而 ),,( 421 R =R( 1B )=3,故 421 ,,  线性无关，因而 421 ,,  是 54321 ,,,,  的

最大无关组，由引理， TTT
421 ,,  为 TTTTT

54321 ,,,,  的最大无关组，即 421 ,,  是

54321 ,,,,  的最大无关组.

不难验证 431 ,,  或 432 ,,  或 543 ,,  也是 54321 ,,,,  的最大无关组.
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习题8-3

A.基本题

1.已知向量 )2,3,2,1(  ， )3,6,5,4(  ，求 .3,,,   T

2.已知向量 )3,2,1(  ， )3,5,4(  ， )4,1,2( 求

.2,,  

B.一般题

3.设 ( ) ( ) ( )1 2 31, 2, 3, 1 , 2, 3, 1, 2 , 3, 1, 2, 2 ,
T T Ta a a= = = -

( )0, 4, 2, 5
Tb = ,问b 能否由 1 2 3, ,a a a 线性表示?

4.设有向量组 1 =(-1,1,2,3)， 2 =(2,0,1,2)， 3 =(3,0,2,1)， 4 =(0,-2,1,0)，

5 =(-2,1,3,6)，求向量组 1 , 2 , 3 , 4 , 5 的秩，并求它的一个最大无关组.

C.提高题

5.已知向量组 1 =(-1,2,-2,1)， 2 =(3,1,1,0)， 3 =(2,-3,5,0), 求向量组的秩.

8.4  线性方程组

m个方程n个未知数 nxx ,,1 ⋯ 的线性方程组为

                 
















mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

⋯

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

⋯

⋯

2211

22222121

11212111

（4.1）

未知数又称为元，n个未知数的线性方程组也称为n元线性方程组.

把m个方程写成一个矩阵等式，则方程组（1）成为
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






















nmnmmn

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa

xaxaxa

⋯

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

⋯

⋯

221

2222121

1212111

=



















mb

b

b

⋮

2

1

再把左边写成两个矩阵的乘积，就得  

 





































nmnmm

n

n

x

x

x

aaa

aaa

aaa

⋮

⋯

⋯⋯⋯⋯

⋯

⋯

2

1

21

22221

11211

=



















mb

b

b

⋮

2

1

       简记为 Ax =b            （4.2）

其中   A =



















mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

⋯

⋯⋯⋯⋯

⋯

⋯

21

22221

11211

， x =



















nx

x

x

⋮

2

1

，b =



















mb

b

b

⋮

2

1

A称为系数矩阵,b是常数列向量, x为未知数列向量.

线性方程组(1)还可以表示成向量形式



























































mn

n

n

n

mm a

a

a

x

a

a

a

x

a

a

a

x
⋮

⋯
⋮⋮

2

1

2

22

12

2

1

21

11

1 =



















mb

b

b

⋮

2

1

简记为                    nnxxx   ⋯2211 =b                      （4.3）

其中 n ,,, 21 ⋯ 是系数矩阵 A的列向量组，b = T
mbbb ),,,( 21 ⋯ 为常数列向量.

表示式(4.1),(4.2),(4.3)是同一个线性方程组的不同表示形式，代表的是同一个线

性方程组.

当b =0 时，即 1b = 2b =…= mb =0 时，方程组称为齐次的，当 0b 时，即 mbbb ,,, 21 ⋯

不全为 0时，方程组称为非齐次的.非齐次线性方程组 Ax =b对应的齐次线性方程组，指

的是 Ax =0，它的系数矩阵 A与非齐次方程组 Ax =b的系数矩阵相同.（有些书称 Ax =0为

Ax =b的导出组）.

线性方程组(4.1)的一组解 11 ax  , 22 ax  ,…, nn ax  ，今后将写成列向量形成 x =
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T
naaa ),,,( 21 ⋯ ，称为(4.1)的一个解向量，简称一个解.

一、 齐次线性方程组

m个方程的n元齐次线性方程组为
















0

0

0

2211

2222121

1212111

nmnmm

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa

xaxaxa

⋯

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

⋯

⋯

    简记为 Ax =0          （4.4）

其中 A = nmija )( 为系数矩阵， x = T
nxxx ),,,( 21 ⋯ ，0= T)0,,0( ⋯ .

    方程组(4)的向量形式为

nnxxx   ⋯2211 =0                （4.5）

其中 n ,,, 21 ⋯ 为 A的列向量组，0= T)0,,0( ⋯ .

齐次线性方程组(4.4)显然有解 01 x , 02 x ,…, 0nx ，这个解称为零解，记作

0x .如果齐次方程组(4.4)有解 x T
naaa ),,,( 21 ⋯ ，且 0 ，即 naaa ,,, 21 ⋯ 不全

为0，这种解称为非零解.齐次线性方程组总有零解，但不一定有非零解.

定理1  设 A为 nm 矩阵，则n元齐次线性方程组 0Ax 有非零解 nAR  )( .

当 nm  时， 0Ax 有非零解 0||  A

换句话说，齐次线性方程组有非零解的充分必要条件是系数矩阵的秩小于未知数的个

数.当方程个数等于未知数个数时，齐次线性方程组有非零解的充分必要条件是其系数行列

式等于零.

推论1  设 A为 nm 矩阵，则 0Ax 只有零解 nAR )( .

当 nm  时， 0Ax 只有零解 0|| A .

定理2  若 1x , 2x 是齐次方程组 0Ax 的解， k是任意数，则 21  x 及
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1kx  也是 0Ax 的解.

由定理2可知，若 tx  ,,, 21 ⋯ 是 0Ax 的解，则 ttkkkx   ⋯2211 也是

0Ax 解.其中 tkkk ⋯,, 21 是任意常数.

0Ax 的所有解组成的集合记作 S，即 S = 0| Axx ,称为方程组 0Ax 的解集  .

定理2说明 S关于向量的加法及数乘运算封闭，故 S为向量空间，称为 0Ax 的解空间，

S的秩 )(SR 就是 S的维数， S的最大无关组就是 S的基.

定义1  齐次线性方程组 0Ax 的所有解组成的解集 S的最大线性无关组 t ,,, 21 ⋯

称为方程组 0Ax 的基础解系.根据最大无关组的性质， t ,,, 21 ⋯ 为 0Ax 的基础解

系的充要条件为 t ,,, 21 ⋯ 满足以下两个条件：

(1) t ,,, 21 ⋯ 是 0Ax 的线性无关解向量.

(2) 0Ax 的任何一个解 都可由 t ,,, 21 ⋯ 线性表示.

定理3  设 A为 nm 矩阵，则齐次方程组 0Ax 的基础解系所含的向量个数为

)(ARn  .(n为未知数的个数).

因为 0Ax 的基础解系就是 0Ax 的解集 S的最大无关组，其个数就是解集 S的秩.

因此，定理3可改述为 )()( ArnSR  ，即 nSRAR  )()( .(n为未知数个数.)

定理 4  若 0Ax 的基础解系为 rn ,,, 21 ⋯ ，则 0Ax 的所有解（称为通解）为

x = rnrnkkk   ⋯2211 .

其中 rnkkk ,,, 21 ⋯ 为任意常数, )(ARr  ，n为未知数个数.

27



由此，解齐次线性方程组 0Ax ，就是要求其基础解系.

二、 非齐次线性方程组

m个方程n个未知数 nxx ,,1 ⋯ 的非齐次线性方程组为
















mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

⋯

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

⋯

⋯

2211

22222121

11212111

    简记为 Ax =b          （4.6）

其中 A = nmija )( 称为系数矩阵， b = 0),,,( 21 T
mbbb ⋯ ，即 mbbb ,,, 21 ⋯ 不全为零. x =

T
nxxx ),,,( 21 ⋯ 为未知数列向量. ],[ bA 称为增广矩阵.

    方程组(4.5)的向量形式为

nnxxx   ⋯2211 =b                             （4.7）

其中 n ,,, 21 ⋯ 是系数矩阵 A的列向量组，b = 0),,,( 21 T
mbbb ⋯

非齐次线性方程组 bAx  不一定有解.

定理 5  非齐次线性方程组 bAx  有解 )(]),([ ARbAR  .

定理 6  (1) 若 1x 及 2x 是非齐次方程组 bAx  的两个解，则 21 yyx  是对

应齐次方程组 0Ax 的解.

(2)若 x 是非齐次方程组 bAx  的一个解， x 是对应齐次方程组 0Ax 的解，

则   x 是非齐次方程组 bAx  的解.

    定理 7  若 x 是非齐次方程组 bAx  的一个解， rn ,,, 21 ⋯ 是对应齐次方程组

0Ax 的基础解系，则非齐次方程组 bAx  的所有解（称为通解）为

                  rnrnkkkx 
   ⋯2211                        （4.8）

其中 rnkkk ,,, 21 ⋯ 为任意常数.
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三、 用初等变换解线性方程组

m个方程n个未知数的线性方程组为
















mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

⋯

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

⋯

⋯

2211

22222121

11212111

    简记为 Ax =b            （4.9）

其中 A = nmija )( ，b  = T
mbbb ),,,( 21 ⋯ ， x = T

nxxx ),,,( 21 ⋯ .

对方程组(4.9)进行以下三种变换，称为方程组(4.9)的初等变换：

(i)交换两个方程的位置.

(ii)以 0k 乘某个方程.

(iii)以 k乘某方程加到另一个方程.

定理 8  线性方程组（4.9）经初等变换后，得到的新方程组与原方程组（4.9）同解.

对方程组作初等变换，相当于对增广矩阵 ],[ bA 作行初等变换.因此，得到用初等变换

解线性方程组的步骤如下：

第一，写出增广矩阵 ],[ bA (若是齐次方程组，只要写出系数矩阵 A )；

第二，对 ],[ bA (或 A )作行初等变换，使其化成阶梯形矩阵，通过同解方程组判断其

是否有解，有多少个解？

第三，若有解，通过同解方程组求其通解（或求其基础解系）.

例1  设齐次线性方程组为













0111784

02463

03542

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

求方程组的基础解系及通解.

解  对系数矩阵 A作行初等变换，化为阶梯形矩阵.过程如下

A =













































5700
2

5

2

7
00

3542

111784

2463

3542

13

12

2

2

3

rr

rr
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



















 





















 





 0000
7

5
100

7

2
021

5700
7

5
100

2

3

2

5
21

23

21

2

1

7

2

5

7

2

2

1

rr

rr

r

r

=B

阶梯形矩阵 B有两个非零行，秩为 2，故 2)( AR .基础解系所含向量个数为 4－

2=2.因此，任意求出两个线性无关解就是基础解系.

以B为系数矩阵的齐次方程组就是原方程组的同解方程组，同解方程组为













0
7

5

0
7

2
2

43

421

xx

xxx
       或     













43

421

7

5
7

2
2

xx

xxx

取 12 x , 04 x ，则 21 x , 03 x ，得解 Tx )0,0,1,2(1   .

取 02 x , 14 x ，则
7

2
1 x ,

7

5
3 x ，得解

Tx )1,
7

5
,0,

7

2
(2   .

以 21, 作为列向量的矩阵[ 21, ]中，有一个二阶子式 01
10

01
 .没有更高阶子

式，故[ 21, ]的秩为2，即R ( 21, )=2，故 21, 线性无关.因此， 21, 为方程组的基础

解系，方程组的通解为 2211  kkx  ，其中 21,kk 为任意常数.

要基础解系中不带有分数的分量，可换个取法.即

取 12 x , 04 x ，则 21 x , 03 x ，得解 Tx )0,0,1,2(1   .

取 02 x , 74 x ，则 21 x , 53 x ，得解
Tx )7,5,0,2(3   .

同样得到线性无关解 31 , ，它也是基础解系，通解为 3211  kkx  ( 21,kk 为任意常数).

可见方程组的基础解系不唯一.

实际上，对于本例来说，任取 22 ax  ， 44 ax  ，再取 22 bx  ， 44 bx  ，只要满足
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0
42

42 
bb

aa
，则所得的两个解  

Taaaax ),,,( 43211    及  
Tbbbbx ),,,( 43212 

就是方程组的基础解系，可见有无穷多种选取方法.同一个方程组的不同的基础解系都可以

互相线性表示，即都是等价的.

例2  k为何值时，线性方程组













42

4

321

2
321

321

xxx

kxkxx

kxxx

有唯一解、无解、有无穷多组解？在有解情况下，求出其全部解.

解  写出增广矩阵 ],[ bAB  ，作行初等变换，得

B =











































8220

4110

411

4211

11

411
22

13

12

k

kkk

k

kk

k

rr

rr

  



















 


















 



4110

4
2

2
10

411

4110

8220

411

2

2

1

2

2
32

kkk

k
k

kkk

k

k
rrr

       C

kk
kk

k

k

rkr

rr




































)4(
2

)4)(1(
00

4
2

2
10

0
2

2
01

23

21

)1(

当 1k 且 4k 时， 3)()(  ARBR ，方程组有唯一解.

为了求出唯一解，可再对增广矩阵B作行初等变换如下：

































































1

2
100

1

42
010

1

2
001

1

2
100

4
2

2
10

0
2

2
01

2

2

k

k
k

kk
k

kk

k

k

k

k

B 行行

写出最后矩阵对应的同解方程组，就得唯一解为
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1

2
,

1

42
,

1

2
3

2

2

2

1 












k

k
x

k

kk
x

k

kk
x

当 1k 时，增广矩阵化为

























5000

4
2

3
10

0
2

1
01

CB

可见 2)( AR ， 3)( BR ， )()( BRAR  ，方程组无解.

当 4k 时，增广矩阵化为


















0000

4110

0301

CB

32)()(  ARBR ，方程组有无穷多组解.

    写出同解方程组，得   







4

03

32

31

xx

xx
        或       








32

31

4

3

xx

xx

令 kx 3 ，得通解为 kx 31  ， kx  42 ， kx 3 .（ k为任意常数）,写成列向量形式

为 










































































0

4

0

1

1

3

4

3

3

2

1

k

k

k

k

x

x

x

x .

    

习题8-4

A.基本题

1. 求下列齐次线性方程组的通解：














0873

053

02

zyx

zyx

zyx

.
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2. 设齐次线性方程组为














010543

02432

052

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

求方程组的基础解系及通解.

B.一般题

3.  已知非齐次线性方程组













1155

22463

13242

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

求所有的解.

C.提高题

写出一个以 1 2

2 2

3 4

1 0

0 1

x c c

-骣 骣
琪 琪-琪 琪= +
琪 琪
琪 琪
桫 桫

为通解的齐次线性方程组．

8.5  矩阵的特征值与特征向量

    定义1  设 A是n阶方阵，如果数 和n维非零向量 x使 xAx  成立，则称数 为

方阵 A的特征值，非零向量 x称为 A的对应于特征值 的特征向量.

称关于 的一元n次方程 0 AE 为矩阵 A的特征方程，称 的一元n次多项式

AEf  )( 为矩阵 A的特征多项式.

注：n阶方阵 A的特征值 ，就是使齐次线性方程组 0)(  xAE 有非零的值，即

满足方程 0 AE 的 都是矩阵 A的特征值.

特征值与特征向量的求法：
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（1） 计算 A的特征多项式 AEf  )( ；

（2） 求出特征方程 0)(  AEf  的全部根 n ,,1 ⋯ ，即为 A的全部特征值；

（3） 对每个 i ，求出齐次线性方程组 0)(  XAEi 的基础解系 rn ,,1 ⋯ ，其中

r为矩阵 AEi  的秩， 则矩阵 A的属于特征值 i 的全部特征向量为：

rnrnkkk   ⋯2211 ，其中 rnkk ,,1 ⋯ 为不全为零的常数.

    例 1 求





















011

101

110

A 的特征值及对应的特征向量.

解  E Al - ＝














11

11

111

)2(

12

12

112

11

11

11








＝
2)1)(2(

100

010

111

)2( 


 


 .

令 E Al - ＝0得： 2,1 321   .

当 121   时，解齐次线性方程组 ( ) 0E A X- = .

即：

1 1 1 1 1 1

1 1 1 0 0 0

1 1 1 0 0 0

E A

骣 骣
琪 琪- =琪 琪
琪 琪
桫 桫

.

可知 ( ) 1r E A- = ，取 32 , xx 为自由未知量，对应的方程为 0321  xxx .

求得一个基础解系为  T0,1,11  ，  T1,0,12  ，所以 A的属于特征值1的全部特征

向量为 2211  KK  ，其中 21 ,KK 为不全为零的常数.
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当 23  时，解齐次线性方程组 ( 2 ) 0E A X- - = ,

2 1 1 1 1 2 1 1 2 1 1 2

2 1 2 1 1 2 1 0 3 3 0 1 1

1 1 2 2 1 1 0 3 3 0 0 0

E A

- - - -骣 骣 骣 骣
琪 琪 琪 琪- - = - � � �琪 琪 琪 琪
琪 琪 琪 琪- - -桫 桫 桫 桫

,

( 2 ) 2r E A- - = ，取 3x 为自由未知量，对应的方程组为






0

02

32

321

xx

xxx
.

求得它的一个基础解系为

















1

1

1

3 ，所以 A的属于特征值-2的全部特征向量为 33K ，其

中 3K 是不为零的常数.

习题8-5

A.基本题

1. 求

















000

100

010

A 的特征值及对应的特征向量.

2.求






















020

212

022

A 的特征值及对应的特征向量.

3. 求


















122

212

221

A 的特征值及对应的特征向量.

B.一般题

4. 若三阶方阵A的特征值为 61  ， 332   ，其对应的特征向量为

　　
TTT )1,2,1(,)1,0,1(,)1,1,1( 321   ，求

5, AA .

C.提高题
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5. 已知



















1

1

1

 是





















21

35

212

b

aA 的一个特征向量，试确定参数 ba, 及特征向

量 所对应的特征值.

复习题8

 1. 计算下列行列式.

    (1) 

131410

242

121

                  (2) 

2005000

2004100

2003010

2002200120001




 2. 设

D =

2211

7651

4433

4321

求（1）D中第二行各元素的代数余子式之和 24232221 AAAA  ;

  （2）D中第三行各元素余子式之和 34333231 MMMM  .

3．设 A =

















321

212

121

，B =



















010

212

234

,

求：（1）3 BA ;

   （2）2 BA 3 ;

   （3）若 X 满足 BXA  ，求 X .

4．设 A =



















111

111

111

，B =


















150

421

321

,   求 AAB 23  及 BAT .

5．计算
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(1) 










45

23








52

43
 ;  (2) 


































1

2

7

075

321

134

;  (3) 

















3

1

2

 2,1  ;   (4)  
















1

2

3

3,2,1 .

6. 设 A为n阶方阵, n为奇数，且 EAAT  ， 1A ，求 EA  .

7．判断下列矩阵可逆并求其逆矩阵

(1) 







dc

ba
, )1(  bcad  ;   (2) 




















121

011

322

;   (3) 



















1000

2100

3210

4321

 ; 

8. 设 A =

















101

020

101

, 且 BAEAB  2 , 求B .

9. 解下列矩阵方程

(1). 



















41

23

41

51
X ;

(2). 






 






















234

311

111

012

112

X ;

10. 用初等变换求下列方阵的逆阵

(1) 

















323

513

123

 ;      (2) 























1210

2321

1220

1023

.

11. 求下列矩阵的秩, 并求一个最高阶非零子式:

(1) 



















4431

1211

2013

 ;   (2). 























10030

11603

02422

01211

.

12.设 ( ) ( ) ( )2, 0, 1, 3 , 1, 7, 4, 2 , 0, 1, 0, 1
T T Ta b g= - = - =
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(1) 求2 3a b g+ - ;

(2)若有 x，满足3 5 2 0xa b g- + + = ，求 x .

13.已知矩阵

1 2 1

2 3 4

3 5 3

A

-轾
犏=犏
犏臌

与向量 ( )2, 9, 11
Tb =

(1) 写出矩阵 A的列向量组与行向量组;

(2)  b 能否用 A的列向量组线性表示? Tb 能否用 A的行向量组线性表示?若能线性表示，

则写出表达式.

14.判定下列向量组是线性相关还是线性无关?

(1)  ( ) ( ) ( )1 2 31, 3, 1 , 2, 1, 0 , 1, 4, 1 ;
T T Ta a a= - = =

(2)  ( ) ( ) ( )1 2 31, 1, 1 , 1, 2, 3 , 1, 3, 6 ;
T T Ta a a= = =

15.已知向量组 ( ) ( ) ( )1 2 31, 3, 2 , 2, 7, , 0, , 5
T T T

a aa a a= = = 线性无关,求 a的

值.

16.设向量组 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4, 3, 1 , 2, , 3 , 1, 2, 1 , 2, 3, 1
T T T T

a ba a a a= = = =

的秩为2 ,求 ,a b .

17.求下列向量组的秩和一个极大无关组,并将其余向量表示成极大无关组的线性组合.

(1) ( ) ( ) ( )1 2 31, 2, 3, 1 , 2, 1, 1, 0 , 1, 5, 8, 3 ;
T T Ta a a= - - = - = - -

(2) ( ) ( )1 23, 0, 1, 2 , 1, 4, 7, 2 ,
T Ta a= =

( ) ( )3 41, 10, 17, 4 , 4, 1, 3, 3 ;
T Ta a= =

18.求下列矩阵的特征值与特征向量.
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















633

312

321

)1(                   























1111

1111

1111

1111

1)2(
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