
第４章　不 定 积 分

前面章节已经研究了一元函数的微分学,其基本内容是对于给定的函数F(x),求其导数

F′(x)或微分dF(x)．而在实际问题中,往往要研究与此相反的问题,对于给定的函数f(x),要
找出F(x),使得F′(x)＝f(x)或dF(x)＝f(x)dx,这就是不定积分要完成的任务．

４．１　不定积分的概念与性质

４．１．１　不定积分的概念

先看一个实例．
【例４Ｇ１Ｇ１】(列车何时制动)　列车快进站时,需要减速．若列车减速后的速度为v(t)＝１－

１
３t

(km/min),那么,列车应该在离站台多远的地方开始减速呢?

解　列车进站时开始减速,当速度为vt( )＝１－１
３t＝０时列车停下,解出t＝３(min),即列

车从开始减速到列车完全停下来共需要３min的时间．
设列车从减速开始到t时刻所走过的路程为st( ),列车从减速到停下来这一段时间所走

的路程为s３( ),由速度与位移的关系知vt( )＝s′t( ),路程st( )满足

s′t( )＝１－１
３t

,且s０( )＝０

问题转化为求st( ),即什么函数的导数为１－１
３t．不难验证,可取

st( )＝t－１
６t

２＋C

因为s０( )＝０,于是C＝０,得

st( )＝t－１
６t

２

列车从减速开始到停下来的３min内所走的路程为

s３( )＝３－１
６

􀅰３２＝１．５(km)

即列车在距站台１．５km处开始减速．
这个问题的核心是已知一个函数的导函数F′ x( )＝f(x),反过来求函数F x( )．这就引出

了原函数与不定积分的概念．
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１．原函数

定义４Ｇ１Ｇ１　如果在区间I内,可导函数F x( )的导函数为f x( ),即

F′ x( )＝f(x)(x∈I)或dF x( )＝f x( )dx
则称F x( )为f x( )在区间I内的一个原函数．

例如,在 －¥,＋¥( )内,sinx( )′＝cosx,故sinx是cosx的一个原函数;在t∈ ０,T[ ]内,

s′t( )＝vt( ),故路程函数st( )是与它对应的速度函数vt( )的一个原函数．
现在进一步要问:如果一个已知函数f x( )的原函数存在,那么f x( )的原函数是否唯一?
因为 sinx( )′＝cosx,而常数的导数等于零,所以有 sinx＋１( )′＝cosx．
sinx＋２( )′＝cosx,􀆺,(sinx＋C)′＝cosx(这里C 是任意常数)．由此可见,如果已知函

数f x( )有原函数,那么f(x)的原函数就不止一个,而是有无穷多个．那么f x( ) 的全体原函

数之间的内在联系是什么呢?
定理４Ｇ１Ｇ１　若函数f x( ) 在区间I 上存在原函数,则其任意两个原函数之间只差一个

常数．
证明　设F(x),G(x)是f x( )在区间I上的任意两个原函数,则

F′(x)＝G′(x)＝f(x)
于是

(F(x)－G(x))′＝F′(x)－G′(x)＝f(x)－f(x)＝０
由于导数为零的函数必为常数,所以有

F(x)－G(x)＝C０

即

F(x)＝G(x)＋C０(C０ 为某常数)
这个定理表明:若F(x)是f x( )的一个原函数,则f x( ) 的全体原函数为F(x)＋C(其中

C是任意常数)．
一个函数具备怎样的条件,就能保证它的原函数存在呢? 这里给出一个简明的结论:连续

的函数都有原函数．由于初等函数在其定义区间上都是连续函数,所以初等函数在其定义区间

上都有原函数．下面引入不定积分的概念．

２．不定积分

定义４Ｇ１Ｇ２　如果函数F(x)是f x( ) 的一个原函数,那么f x( ) 的全体原函数F(x)＋C

(C为任意常数),称为函数f x( )的不定积分,记作∫f(x)dx,即

∫f(x)dx＝F(x)＋C

其中,把符号∫称为积分号,f x( )称为被积分函数,f(x)dx称为被积分表达式,x称为积分变

量,C称为积分常数．

由此可见,求不定积分∫f(x)dx,就是求f x( ) 的全体原函数,为此,只需求得f x( ) 的一

个原函数F(x),然后再加任意常数C即可．
【例４Ｇ１Ｇ２】　求下列函数的不定积分．

(１)∫x２dx; (２)∫ １
１＋x２dx．
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解　(１)因为 x３

３
æ

è
ç

ö

ø
÷′＝x２,所以x３

３
是x２ 的一个原函数,因此,

∫x２dx＝x３

３＋C

(２)因为 arctanx( )′＝ １
１＋x２,所以arctanx是 １

１＋x２的一个原函数,因此

∫ １
１＋x２dx＝arctanx＋C

【例４Ｇ１Ｇ３】　求∫ １
１－x２

dx．

解　因(arcsinx)′＝ １
１－x２

(－１＜x＜１),所以在(－１,１)上

∫ １
１－x２

dx＝arcsinx＋C

【例４Ｇ１Ｇ４】　求∫１
xdx．

解　当x＞０时,有(lnx)′＝１
x

,

当x＜０时,有[ln(－x)]′＝ １
－x

(－x)′＝ １
－x

(－１)＝１
x

,而

ln|x|＝
lnx, x＞０,

ln(－x), x＜０．{
综上所述∫１

xdx＝ln|x|＋C．

【例４Ｇ１Ｇ５】　验证下式成立:∫xαdx＝ １
α＋１x

α＋１＋C(α≠－１)．

解　因为 １
α＋１x

α＋１æ

è
ç

ö

ø
÷′＝ １

α＋１
􀅰(α＋１)xα＝xα,所以

∫xαdx＝ １
α＋１x

α＋１＋C(α≠－１)

【例４Ｇ１Ｇ５】所验证的正是幂函数的积分公式,其中指数α是不等于－１的任意实数．

３．基本积分公式

由前面的例子可知,微分运算与积分运算互为逆运算．因此,由基本导数或基本微分公式,
可以得到相应的基本积分公式:

(１)∫kdx＝kx＋C (k为常数);

(２)∫xμdx＝xμ＋１

μ＋１＋C(μ≠－１);

(３)∫１
xdx＝lnx ＋C;

(４)∫axdx＝ax

lna＋C;

(５)∫exdx＝ex＋C;
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(６)∫sinxdx＝－cosx＋C;

(７)∫cosxdx＝sinx＋C;

(８)∫sec２xdx＝tanx＋C;

(９)∫csc２xdx＝－cotx＋C;

(１０)∫secx􀅰tanxdx＝secx＋C;

(１１)∫cscx􀅰cotxdx＝－cscx＋C;

(１２)∫ １
１－x２

dx＝arcsinx＋C＝－arccosx＋C;

(１３)∫ １
１＋x２dx＝arctanx＋C＝－arccotx＋C．

以上１３个基本积分公式组成基本积分表,基本积分公式是计算不定积分的基础,必须熟

悉牢记．
【例４Ｇ１Ｇ６】　计算下列不定积分．

(１)∫３
x２dx;　　　(２)∫１

x２dx;　　　(３)∫１
x
dx．

解　(１)∫３
x２dx＝∫x

２
３dx＝ １

２
３＋１

x
２
３＋１＋C＝３

５x
５
３ ＋C．

(２)∫１
x２dx＝∫x－２dx＝ １

－２＋１x
－２＋１＋C＝－１x－１＋C＝－１

x＋C．

(３)∫１
x
dx＝∫x－１

２dx＝ １

－１
２＋１

x－１
２＋１＋C＝２x

１
２ ＋C．

练一练:

１．求下列函数的不定积分．

(１)∫ x x xdx;　　(２)∫１
３
x２

dx;　　(３)∫x２􀅰 ４
x３dx．

２．求∫x３dx( )′及∫x４

４
æ

è
ç

ö

ø
÷′dx．

４．１．２　不定积分的性质

不定积分有以下性质(假定以下所涉及的函数,其原函数都存在)．

性质１　(１)∫f x( )dx[ ]′＝f x( )或d∫f x( )dx[ ]＝f x( )dx;

(２)∫F′ x( )dx＝F x( )＋C或∫dF x( )＝F x( )＋C．

即若先积分后求导,则两者的作用互相抵消;反之,若先求导后积分,则抵消后要多一个任
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意常数项．

性质２　∫f x( )±g x( )[ ]dx＝∫f x( )dx±∫g x( )dx．

即两个函数和(差)的不定积分等于这两个函数的不定积分的和(差)．

性质３　∫kf x( )dx＝k∫f x( )dx(k≠０,k是常数)．

即被积函数中的不为０的常数因子可以提到积分号外．
用不定积分的定义可直接验证以上性质．利用基本积分公式以及不定积分的性质,可以直

接计算一些简单函数的不定积分．

【例４Ｇ１Ｇ７】　求∫(３x３－４x２＋２x－５)dx．

解　　　　　　　　　∫(３x３－４x２＋２x－５)dx

＝∫３x３dx－∫４x２dx＋∫２xdx－∫５dx

＝３∫x３dx－４∫x２dx＋２∫xdx－５∫dx

＝ ３
４x４－４

３x３＋x２－５x＋C

注意:此题中被积函数是积分变量x的多项式函数,在利用不定积分性质２之后,拆成了

四项分别求不定积分,从而可得到四个积分常数,因为任意常数与任意常数的和仍为任意常

数．因此,无论“有限项不定积分的代数和”中的有限项为多少项,在求出原函数后只加一个积

分常数C．

【例４Ｇ１Ｇ８】　求∫(２x－３sinx)dx．

解　　　　　　　　　∫(２x－３sinx)dx

＝∫２xdx－∫３sinxdx

＝∫２xdx－３∫sinxdx

＝２x

ln２＋３cosx＋C

注意:计算不定积分所得结果是否正确,可以进行检验．检验的方法很简单,只需验证所得

结果的导数是否等于被积函数即可．如【例４Ｇ１Ｇ８】中,因为有

　 ２x

ln２＋３cosx＋Cæ

è
ç

ö

ø
÷′＝ ２

ln２
æ

è
ç

ö

ø
÷′＋(３cosx)′＋C′

＝２x－３sinx
所以所求结果是正确的．

有些不定积分虽然不能直接使用基本公式,但当被积函数经过适当的代数或三角恒等变

形,便可以利用基本积分公式及不定积分的性质计算不定积分．

【例４Ｇ１Ｇ９】　求∫x(x＋１)(x－１)dx．

解　因为被积函数
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x(x＋１)(x－１)＝ x(x２－１)＝x２ x－ x＝x
５
２ －x

１
２

所以有

　∫x(x＋１)(x－１)dx

＝∫x
５
２ －x

１
２( )dx＝∫x

５
２dx－∫x

１
２dx

＝ ２
７x

７
２ －２

３x
３
２ ＋C

【例４Ｇ１Ｇ１０】　求∫(１＋ x)２
３
x

dx．

解　因为被积函数

(１＋ x)２
３
x

＝１＋２x＋x
３
x

＝x－１
３ ＋２x

１
６ ＋x

２
３

所以有

　∫(１＋ x)２
３
x

dx＝∫x－１
３ ＋２x

１
６ ＋x

２
３( )dx

＝∫x－１
３dx＋∫２x

１
６dx＋∫x

２
３dx

＝ ３
２x

２
３ ＋１２

７x
７
６ ＋３

５x
５
３ ＋C

【例４Ｇ１Ｇ１１】　求∫x２－１
x２＋１dx．

解　将被积函数化为下面的形式,

x２－１
x２＋１＝x２＋１－２

x２＋１ ＝１－ ２
x２＋１

即有

　∫x２－１
x２＋１dx＝∫１－ ２

x２＋１
æ

è
ç

ö

ø
÷dx

＝∫dx－２∫ １
１＋x２dx

＝x－２arctanx＋C

【例４Ｇ１Ｇ１２】　求∫tan２xdx．

解　本题不能直接利用基本积分公式,但被积函数可以经过三角恒等变形化为

tan２x＝sec２x－１
所以有

　∫tan２xdx＝∫(sec２x－１)dx

＝∫sec２xdx－∫dx

＝tanx－x＋C

【例４Ｇ１Ｇ１３】　求∫cos２ x
２dx．

􀅰８０１􀅰
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解　本题也不能直接利用基本积分公式,可以用二倍角的余弦公式将被积函数作恒等变

形,然后再逐项积分,即

　∫cos２ x
２dx＝∫１＋cosx

２ dx

＝ １
２∫dx＋１

２∫cosxdx

＝ １
２x＋１

２sinx＋C

【例４Ｇ１Ｇ１４】　∫ cos２x
sin２xcos２xdx．

解　由于cos２x＝cos２x－sin２x,因此

∫ cos２x
sin２xcos２xdx＝∫dx

sin２x－∫dx
cos２x＝－cotx－tanx＋C

练一练:

求下列函数的不定积分．

(１)∫(x６＋x５＋x２＋１)dx;　　(２)∫ cos２x
cosx－sinxdx;　　(３)∫ １

sin２xcos２xdx．

４．１．３　不定积分的几何意义

先看一个例子．
【例４Ｇ１Ｇ１５】　求过已知点(２,５),且其切线的斜率始终为２x的曲线方程．
解　设已知曲线为y＝y(x),由题意可知,该曲线上点(x,y)处的切线斜率为２x,即

y′＝２x
所以

y＝∫２xdx＝x２＋C

y＝x２ 是一条抛物线,而y＝x２＋C是一族抛物线．我们要求的曲线是这一族抛物线中经过点

(２,５)的那一条,将x＝２,y＝５代入y＝x２＋C中可确定积分常数C:５＝２２＋C,即C＝１．
由此所求曲线方程是y＝x２＋１,如图４Ｇ１所示．
从几何上看,抛物线族y＝x２＋C,可由其中一条抛物线y＝x２ 沿着y轴上下平移得到,

而且在横坐标相同的点x处,它们的切线相互平行．
通常称y＝x２ 的图像是函数y＝２x 的一条积分曲线,函数族y＝x２＋C 的图像是函数

y＝２x的积分曲线族．
一般言之,函数f(x)在某区间上的一个原函数F(x),在几何上表示一条曲线y＝F(x),

称为f(x)的一条积分曲线．f(x)的全部原函数y＝F(x)＋C(即f(x)的不定积分∫f(x)dx))

是一族积分曲线,或称为f(x)的积分曲线族,这一族积分曲线可由其中任一条沿着y轴上下

平移得到,在每一条积分曲线横坐标相同的点x 处作切线,它们相互平行,其斜率都等于

f(x),如图４Ｇ２所示．
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图４Ｇ１

　　　

图４Ｇ２

【研讨题】　近年来,世界范围内每年的石油消耗率呈指数增长,增长指数大约为０．０７．从

１９７０年初,石油消耗率大约为１６１亿桶,设 R t( ) 表示从第１９７０年起第t年的消耗率,则

Rt( )＝１６１e０．０７t,试用此式估算从１９７０年到２０１６年石油消耗的总量．

习题４Ｇ１

A．基本题

１．求下列不定积分．

(１)∫(x２－３x＋２)dx;　　　　　 (２)∫１２
１＋x２dx;

(３)∫ １
１＋x２ ＋ １

１－x２

æ

è
ç

ö

ø
÷dx; (４)∫２􀅰３x －５􀅰２x

３x dx．

２．求过已知点(０,１),且其切线的斜率始终为x２ 的曲线方程．

B．一般题

３．求下列不定积分．

(１)∫dx
x２ x

;　　　　　　　 (２)∫２
x ＋x

３
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

dx;　　　　　　 (３)∫ex＋１dx;

(４)∫(cosx－sinx)dx; (５)∫cot２xdx; (６)∫x２

１＋x２dx;

(７)∫(x３＋３x)dx; (８)∫x２－x＋ x－１
x dx; (９)∫１－e２x

１＋exdx;

(１０)∫ １
x２(x２＋１)dx; (１１)∫ cos２x

cosx＋sinxdx; (１２)∫sin２ x
２dx．

C．提高题

４．求下列不定积分．

(１)∫sinx
cos２xdx;　　　　　　 (２)∫secx(secx＋tanx)dx;

(３)∫(x＋１)２
x(１＋x２)dx; (４)∫ dx

１＋cos２x．

５．已知f(x)的导数是x 的二次函数,f(x)在x＝－１,x＝５处有极值,且f(０)＝２,
􀅰０１１􀅰
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f(－２)＝０．求f(x)．

４．２　换元积分法

用直接积分法能计算的不定积分是很有限的,即使像tanx与lnx这样的一些基本初等

函数的积分也不能直接求得．因此,有必要寻求更有效地积分方法．本节将介绍一种重要的积

分方法———换元积分法．

４．２．１　第一类换元法

第一类换元积分法是与复合函数的求导法则相联系的一种求不定积分的方法．

先分析一个例子:求∫e２xdx．

解　被积函数e２x是复合函数,不能直接套用公式∫exdx＝ex＋C,为了套用这个公式,先

把原积分作下列变形,再作计算

∫e２xdx＝∫e２x １
２d２x( ) 令u＝２x １

２∫eudu＝ １
２eu ＋C 回代u＝２x １

２e２x ＋C

验证:因为 １
２e２x＋Cæ

è
ç

ö

ø
÷′＝e２x,所以１

２e２x＋C 确实是e２x的原函数,这说明上面的方法是正

确的．
此解法的特点是引入新变量u＝２x,从而把原积分化为积分变量为u的积分,再用基本

积分公式求解．它就是利用∫exdx＝ex＋C,得∫eudu＝eu＋C,再回代u＝２x而得其积分结

果的．

现在进一步问,如果更一般地,设有积分恒等式∫f(x)dx＝F(x)＋C,那么当u是x的任

何一个可导函数u＝φ(x)时,积分等式

∫f(u)du＝F(u)＋C

是否也成立? 回答是肯定的．事实上,由

∫f(x)dx＝F(x)＋C

得 dF(x)＝f(x)dx
根据前一章证得的微分形式不变性可以知道,当u是x 的一个可导函数u＝φ(x)时,有

dF(u)＝f(u)du

从而根据不定积分定义,有∫f(u)du＝F(u)＋C．

这个结论表明:在基本积分公式中,自变量x换成任一可导函数u＝φ(x)时,公式仍成立,
这就大大扩大了基本积分公式的使用范围．这个结论又称为不定积分的形式不变性．

一般地,如果所求不定积分可以写成

∫f φ(x)[ ]φ′(x)dx＝∫f φ(x)[ ]dφ(x)

􀅰１１１􀅰
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的形式,则令φ(x)＝u,当积分∫f(u)du＝F(u)＋C容易求得时,可按下述方法计算不定积分

∫g(x)dx恒等变形∫f φ(x)[ ]φ′ x( )dx凑微分∫f φ x( )[ ]dφ x( )

换元
令φ x( )＝u∫f(u)du＝F(u)＋C 回代

u＝φ(x)F φ(x)[ ]＋C

这种先“凑”微分式,再作变量置换的方法,称为第一类换元积分法．
写成定理即为

定理４Ｇ２Ｇ１(第一类换元法)　设f u( )具有原函数F(u),u＝φ(x)可导,则有

∫f φ x( )[ ]􀅰φ′ x( )dx＝∫f u( )du＝F u( )＋C＝＝＝＝
回代

F φ x( )[ ]＋C

第一类换元法又称凑微分法,凑微分法的基本步骤为:凑微分、换元求出积分、回代原变

量．其中最关键的步骤是凑微分,现举例说明几种常见的凑微形式,要求把它们作为公式记住．

１．凑微公式　dx＝１
ad(ax＋b) (a≠０)

【例４Ｇ２Ｇ１】　求∫(３＋２x)６dx．

解　被积函数是复合函数,中间变量为u＝３＋２x,故将dx凑微分为１
２d(３＋２x)．

因此 ∫(３＋２x)６dx＝ １
２∫(３＋２x)６d(３＋２x)

＝ １
２∫u６du＝ １

２
􀅰１

７u７＋C

＝ １
１４

(３＋２x)７＋C

【例４Ｇ２Ｇ２】　求∫sin(３x＋１)dx．

解　被积函数是复合函数,中间变量为u＝３x＋１,故将dx凑微分为１
３d(３x＋１)．

因此 ∫sin(３x＋１)dx＝ １
３∫sin(３x＋１)d(３x＋１)

＝ １
３∫sinudu＝－１

３cosu＋C

＝－１
３cos(３x＋１)＋C

当运算比较熟练后,设定中间变量φ(x)＝u和回代过程u＝φ(x)可以省略,将φ(x)当作

u积分就行了．

【例４Ｇ２Ｇ３】　求∫e－２x＋１dx．

解　∫e－２x＋１dx＝－１
２∫e－２x＋１d(－２x＋１)＝－１

２e－２x＋１＋C

【例４Ｇ２Ｇ４】　求∫ dx
３
１－２x

．

解　∫ dx
３
１－２x

＝－１
２∫(１－２x)－１

３d(１－２x)

􀅰２１１􀅰
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＝－１
２

􀅰３
２

(１－２x)２
３ ＋C＝－３

４
３ (１－２x)２ ＋C

【例４Ｇ２Ｇ５】　求∫ １
１＋７xdx．

解　∫ １
１＋７xdx＝ １

７∫ １
１＋７xd(１＋７x)＝ １

７ln１＋７x ＋C

２．凑微公式　xμdx＝ １
μ＋１dx

μ＋１ (μ≠－１)

【例４Ｇ２Ｇ６】　求∫xex２
dx．

解　∫xex２
dx＝ １

２∫ex２
dx２ ＝ １

２ex２
＋C

【例４Ｇ２Ｇ７】　求∫x １＋x２dx．

解　∫x １＋x２dx＝ １
２∫(１＋x２)１

２dx２ ＝ １
２∫(１＋x２)１

２d(１＋x２)

＝ １
２

􀅰 １

１＋１
２

(１＋x２)１
２＋１＋C＝ １

３
(１＋x２)３

２ ＋C

【例４Ｇ２Ｇ８】　求∫ xdx
(１＋x２)２．

解　∫ xdx
(１＋x２)２ ＝ １

２∫(１＋x２)－２dx２ ＝ １
２∫(１＋x２)－２d(１＋x２)＝－ １

２(１＋x２)＋C

３．凑微公式　１
xdx＝dlnx x＞０( )

【例４Ｇ２Ｇ９】　求∫ln２x
x dx．

解　∫ln２x
x dx＝∫ln２xdlnx＝ １

３ln３x＋C

【例４Ｇ２Ｇ１０】　求∫ １
x(１＋lnx)dx．

解　∫ １
x(１＋lnx)dx＝∫ １

１＋lnxdlnx

＝∫ １
１＋lnxd(１＋lnx)＝ln１＋lnx ＋C

４．凑微公式　exdx＝dex

【例４Ｇ２Ｇ１１】　求∫ex

ex ＋２dx．

解　∫ ex

ex ＋２dx＝∫ １
ex ＋２de

x ＝∫ １
ex ＋２d

(ex ＋２)＝ln(ex ＋２)＋C

５．凑微公式　cosxdx＝dsinx,sinxdx＝－dcosx

【例４Ｇ２Ｇ１２】　求∫tanxdx．

解　∫tanxdx＝∫sinx
cosxdx＝－∫１

cosxdcosx＝－lncosx ＋C

􀅰３１１􀅰
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用同样的方法可以求得:∫cotxdx＝lnsinx ＋C

【例４Ｇ２Ｇ１３】　求∫sin５xcosxdx．

解　∫sin５xcosxdx＝∫sin５xdsinx＝sin６x
６ ＋C

６．凑微公式　 １
１＋x２dx＝darctanx, １

１－x２
dx＝darcsinx

【例４Ｇ２Ｇ１４】　求∫arctanx( )４

１＋x２ dx．

解　∫arctanx( )４

１＋x２ dx＝∫arctanx( )４darctanx＝ arctanx( )５

５ ＋C

【例４Ｇ２Ｇ１５】　求∫earcsinx

１－x２
dx．

解　∫earcsinx

１－x２
dx＝∫earcsinxdarcsinx＝earcsinx ＋C

７．凑微公式　sec２xdx＝dtanx
【例４Ｇ２Ｇ１６】　求∫tan２xsec２xdx．

解　∫tan２xsec２xdx＝∫tan２xdtanx＝tan３x
３ ＋C

前面仅列举了常见的几种凑微形式,凑微的形式还有很多,需要多做练习,不断归纳,积累

经验,才能灵活运用．
８．杂例

【例４Ｇ２Ｇ１７】　求∫ １
a２－x２dx　(a≠x)．

解　由于 １
a２－x２＝１

２a
１

a＋x＋ １
a－x

æ

è
ç

ö

ø
÷,故

∫ dx
a２－x２ ＝ １

２a∫ １
a＋x＋ １

a－x
æ

è
ç

ö

ø
÷dx＝ １

２a∫d(a＋x)
a＋x －∫d(a－x)

a－x[ ]

＝ １
２a

[ln|a＋x|－ln|a－x|]＋C＝ １
２aln

a＋x
a－x ＋C

【例４Ｇ２Ｇ１８】　求∫ １
a２＋x２dx(a≠０)．

解　∫ １
a２＋x２dx＝ １

a２∫ １

１＋ x
a

æ

è
ç

ö

ø
÷

２dx＝ １
a∫ １

１＋ x
a

æ

è
ç

ö

ø
÷

２d
x
a

æ

è
ç

ö

ø
÷＝ １

aarctanx
a ＋C

【例４Ｇ２Ｇ１９】　求∫ １
a２－x２

dx(a＞０)．

解　∫ １
a２－x２

dx＝ １
a∫ dx

１－ x
a

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
＝∫

d x
a

æ

è
ç

ö

ø
÷

１－ x
a

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
＝arcsinx

a ＋C
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练一练:

１．在下列各等式右端的括号内填入适当的常数,使等式成立．
(１)dx＝(　　)d(７x－３);　　　　　　(２)xdx＝(　　)d(x２);
(３)xdx＝(　　)d(４x２); (４)xdx＝(　　)d(１＋４x２);
(５)x２dx＝(　　)d(２x３＋４); (６)e３xdx＝(　　)d(e３x)．
２．求下列不定积分．

(１)∫(５－３x)８dx;　　　 (２)∫cos(４x＋３)dx;　　　　 (３)∫e６x＋１dx;

(４)∫ １
１＋２x

dx; (５)∫ １
１－６xdx; (６)∫x４ex５

dx;

(７)∫x３ １＋x４dx; (８)∫ x２dx
(１＋x３)５; (９)∫ln３x

x dx;

(１０)∫ １
x(８＋lnx)２dx; (１１)∫ ex

(ex ＋５)３dx; (１２)∫sinx
cos３xdx;

(１３)∫sin２xcosxdx; (１４)∫ １
１＋x２( )arctanxdx; (１５)∫ １

１－x２
arcsinx( )５dx;

(１６)∫tan５xsec２xdx (１７)∫ １
x２－３x＋２dx．

４．２．２　第二类换元法

第一类换元法是通过选择新积分变量u,用φ x( ) ＝u进行换元,从而使原积分便于求出,

但对有些积分,如∫ x
１＋

３
x
dx,∫a２－x２dx等,需要作相反方向的换元,才能比较顺利地求

出结果．
定理４Ｇ２Ｇ２(第二换元法)　
设(１)x＝ψt( )是单调可导函数,且ψ′t( )≠０;

(２)∫fψt( )[ ]􀅰ψ′t( )dt＝Ft( )＋C,

则有换元公式

∫f x( )dx＝＝＝
x＝ψ(t)

∫fψt( )[ ]􀅰ψ′t( )dt＝Ft( )＋C ＝＝＝
t＝ψ－１(x)

F ψ－１ x( )[ ]＋C

其中,t＝ψ－１ x( )是x＝ψt( )的反函数．
第二换元法常用于求解含有根式的被积函数的不定积分,下面介绍几种常用的第二换元

技巧．

１．简单根式代换

【例４Ｇ２Ｇ２０】　求不定积分∫ x－１
x dx．

解　令 x－１＝t,则x＝１＋t２,dx＝２tdt,因而有

∫ x－１
x dx＝∫ t

１＋t２􀅰２tdt＝２∫１－ １
１＋t２

æ

è
ç

ö

ø
÷dt＝２t－arctant( )＋C

􀅰５１１􀅰
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＝２ x－１－arctan x－１( )＋C

【例４Ｇ２Ｇ２１】　求∫ １
１＋ ２x＋１

dx．

解　令 ２x＋１＝t,则x＝t
２－１
２

,dx＝tdt,于是

∫ １
１＋ ２x＋１

dx＝∫１
１＋ttdt＝∫t＋１( )－１

１＋t dt

＝∫１－ １
t＋１

æ

è
ç

ö

ø
÷dt＝t－lnt＋１ ＋C

代回t＝ ２x＋１,并注意到 ２x＋１＋１＞０,因此

∫ １
２x＋１＋１

dx＝ ２x＋１－ln( ２x＋１＋１)＋C

从以上例子可以看出,简单根式代换法常用于求被积函数中含有根式,并且根式的形式为
n
ax＋b的不定积分．

２．三角代换

【例４Ｇ２Ｇ２２】　求不定积分∫a２－x２dx(a＞０)．

解　用三角公式sin２t＋cos２t＝１消去根式．

设x＝asint －π
２＜t＜π

２
æ

è
ç

ö

ø
÷,则

a２－x２ ＝a １－sin２t＝acost,dx＝acostdt
于是

∫a２－x２dx＝∫acost􀅰acostdt＝a２∫cos２tdt

＝a２∫１＋cos２t
２ dt

＝a２

２
t＋１

２sin２tæ

è
ç

ö

ø
÷＋C

图４Ｇ３

由x＝asint或sint＝x
a

作辅助三角形如图４Ｇ３所示．由图可知t＝

arcsinx
a

,cost＝ a２－x２

a
,代入上式得

　∫a２－x２dx＝a２

２
t＋１

２sin２tæ

è
ç

ö

ø
÷＋C

＝a２

２ arcsinx
a ＋x

a
􀅰 a２－x２

a
æ

è
ç

ö

ø
÷＋C＝a２

２arcsinx
a ＋x

２ a２－x２ ＋C

【例４Ｇ２Ｇ２３】　求不定积分∫ １
x２＋a２

dx(a＞０)．

解　利用三角公式１＋tan２t＝sec２t化去根式．

设x＝atant －π
２＜t＜π

２
æ

è
ç

ö

ø
÷,则 x２＋a２ ＝asect,dx＝asec２tdt,故
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　∫ １
x２＋a２

dx＝∫asec２t
asectdt

＝∫sectdt＝lnsect＋tant ＋C
１

图４Ｇ４

根据tant＝x
a

,作辅助三角形如图４Ｇ４所示,得

∫ １
x２＋a２

dx＝lnsect＋tant ＋C１

＝ln x
a ＋ x２＋a２

a ＋C１ ＝lnx＋ x２＋a２ ＋C．

其中C＝C１－lna．

【例４Ｇ２Ｇ２４】　求不定积分∫ １
x２－a２

dx(a＞０)．

解　利用三角公式sec２t－１＝tan２t化去根式．

设x＝asect０＜t＜π
２

æ

è
ç

ö

ø
÷,则 x２－a２ ＝atant,dx＝asect􀅰tantdt,故

　∫ １
x２－a２

dx＝∫asect􀅰tant
atant dt

＝∫sectdt＝lnsect＋tant ＋C１

根据sect＝x
a

,作辅助三角形如图４Ｇ５所示,得

∫ １
x２－a２

dx＝lnsect＋tant ＋C１

＝ln x
a ＋ x２－a２

a ＋C１ ＝lnx＋ x２－a２ ＋C

其中C＝C１－lna．
从以上的例子可以看出,三角代换常用于求解被积函数为二次根式的不定积分．

以上三例使用的代换称为三角代换,归纳如表４Ｇ１所示．

图４Ｇ５

表４Ｇ１

被积函数含有 作 代 换

a２－x２ x＝asint

x２＋a２ x＝atant

x２－a２ x＝asect

由于三角代换的回代过程比较麻烦,所以,若能直接用公式或凑微分来积分,我们就避免

用三角代换．例如

∫x ４－x２dx＝－１
２∫ ４－x２d(４－x２)

这比使用变换x＝２sint来计算简便得多．
作为基本积分公式的补充,有下列公式:

􀅰７１１􀅰
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(１４)∫tanxdx＝－lncosx ＋C;

(１５)∫cotxdx＝lnsinx ＋C;

(１６)∫secxdx＝lnsec＋tanx ＋C;

(１７)∫cscxdx＝lncscx－cotx ＋C;

(１８)∫ １
a２＋x２dx＝ １

aarctanx
a ＋C;

(１９)∫ １
a２－x２dx＝ １

２aln
a＋x
a－x ＋C;

(２０)∫ １
a２－x２

dx＝arcsinx
a ＋C　(a＞０);

(２１)∫a２－x２dx＝a２

２arcsinx
a ＋x

２ a２－x２ ＋C　(a＞０);

(２２)∫ １
x２±a２

dx＝lnx＋ x２±a２ ＋C　(a＞０)．

练一练:
求下列不定积分．

(１)∫ １
２＋ x－１

dx;　　　(２)∫ １
１＋

３
x( ) x

dx;　　　(３)∫ x２

１－x２
dx．

【研讨题】　在十字路口的交通管制中,亮红灯之前要亮一段时间的黄灯,这是为了让正在

行驶在十字路口的驾驶员注意,红灯即将亮起,如果你能停住应当马上刹车,以免闯红灯违反

交通规则,那么黄灯应该亮多久才合适?

习题４Ｇ２

A．基本题

１．填空使等号成立．
(１)dx＝(　)d(１－７x);　　　　　　(２)x２dx＝(　)d(３x３－１);

(３)e－x
２dx＝(　)d(１＋e－x

２ ); (４)sin２
３xdx＝(　)d(cos２

３x);

(５)dx
x ＝(　)d(１－５lnx); (６) dx

１＋９x２＝(　)d(arctan３x);

(７) xdx
１－x２

＝(　)d １－x２ ; (８) dx
１－x２

＝(　)d(１－arcsinx)．

２．求下列不定积分．

(１)∫ １
１－２xdx;　　　　 (２)∫(１－３x)５dx;　　　　 (３)∫ dx

２－x２
;
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(４)∫ x
１－x２dx; (５)∫eex＋xdx; (６)∫sinx

cos２xdx．

B．一般题

３．求下列不定积分．

(１)∫ １
３
２－３x

dx;　　　　　　 (２)∫e－３x＋１dx;

(３)∫ １
sin２３xdx; (４)∫tan２x－５( )dx;

(５)∫ dx
x １－ln２x

; (６)∫ dx
ex ＋e－x;

(７)∫tan５xsec２xdx; (８)∫sinxcosx
１＋sin４xdx;

(９)∫１
x２sin

１
xdx; (１０)∫sin３x

cos２xdx．

４．求下列不定积分．

(１)∫ x２－９
x dx;　 　　 　　 (２)∫x２ ４－x２dx;　 　　 　　 (３)∫ dx

x x２－１
;

(４)∫ dx
(x２＋１)３

; (５)∫ a２－x２

x２ dx; (６)∫ １
ex －１

dx．

５．求下列不定积分．

(１)∫
３
x

x(x＋
３
x)

dx;　　　　 (２)∫２－ ２x＋３
１－２x dx;

(３)∫ １＋x
１－xdx; (４)∫ dx

x－x２
．

C．提高题

６．求下列不定积分．

(１)∫ dx
１＋cosx

; (２)∫ dx
x (１＋

４
x)３

．

７．设f′(lnx)＝１＋x,求f(x)．

４．３　分部积分法

积分为求导的逆运算．对应于求导法则中的和、差运算,我们介绍了直接积分法;对应于求

复合函数的链式法则,我们介绍了换元积分法．它们都是重要的积分方法,但对于某些类型的

积分,它们往往不能奏效,如∫xcosxdx,∫excosxdx,∫lnxdx等等．为此,下面将给出建立在求

导乘法法则基础上的一种积分方法———分部积分法．
由两个函数之积的导数公式

uv( )′＝u′v＋uv′
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得 uv′＝ uv( )′－u′v
两边求不定积分,有

∫uv′dx＝∫uv( )′－u′v[ ]dx＝∫uv( )′dx－∫u′vdx

即 ∫udv＝uv－∫vdu

上式称为分部积分公式．它的特点是把左边积分∫udv换为了右边积分∫vdu,如果∫vdu比

∫udv容易求,就可以试用此法．

一般地,若被积函数为不同类函数的乘积,则要用分部积分法．下面通过例题来说明如何

运用这个重要公式．

【例４Ｇ３Ｇ１】　求不定积分∫xcosxdx．

解　如何选择u和v 呢?
方法一　选x为u,

∫xcosxdx＝∫xdsinx( )

＝xsinx－∫sinxdx

＝xsinx＋cosx＋C
此种选择是成功的．

方法二　如果选cosx为u,结果会怎样呢?

∫xcosxdx＝ １
２∫cosxdx２( )

＝ １
２x２cosx＋∫１

２x２sinxdx

比较一下不难发现,被积函数中x的幂次反而升高了,积分的难度增大,这样选择u是不

适合的．所以在应用分部积分法时,恰当选取u是一个关键．选取u一般要考虑下面两点:

(１)v要容易求得;　　(２)∫vdu比∫udv容易求得．

关于u的选取规则,我们给出这样一句口诀:五指山上觅对象—反常．“指”表示指数函数;
“山”表示三角函数;“觅”表示幂函数;“对”表示对数函数;“反”表示反三角函数．一般地,两种

不同类型函数乘积的不定积分,按照口诀的顺序,谁排在后面谁做u,谁做u谁不变,剩下的那

个函数和dx凑微分．
【例４Ｇ３Ｇ２】　求∫xsinxdx．
解　被积函数是幂函数x 和三角函数sinx 的乘积,根据口诀顺序,“觅(幂)”排在“山

(三)”的后面,故选取幂函数x做u．又因sinxdx＝－dcosx,故

∫xsinxdx＝－∫xdcosx

＝－ xcosx－∫cosxdx( )

＝－xcosx＋∫cosxdx

＝－xcosx＋sinx＋C
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【例４Ｇ３Ｇ３】　求∫xe３xdx．

解　被积函数是幂函数x和指数函数e３x的乘积,根据口诀顺序,“觅(幂)”排在“指”的后

面,故选取幂函数x做u．又因e３xdx＝１
３e３xd３x( )＝１

３de３x,故

∫xe３xdx＝ １
３∫xde３x( )＝ １

３ xe３x －∫e３xdx( )

＝ １
３

xe３x －１
３∫e３xd３x( )[ ]

＝ １
３xe３x －１

９e３x ＋C

【例４Ｇ３Ｇ４】　求∫xlnxdx．

解　被积函数是幂函数x和对数函数lnx的乘积,根据口诀顺序,“对”排在“觅(幂)”的

后面,故选取对数函数lnx做u．又因xdx＝１
２dx２,故

∫xlnxdx＝ １
２∫lnxdx２

＝ １
２ x２lnx－∫x２dlnx( )

＝ １
２x２lnx－１

２∫xdx

＝ １
２x２lnx－x２

４ ＋C

【例４Ｇ３Ｇ５】　求∫xarctanxdx．

解　被积函数是幂函数x 和反三角函数arctanx 的乘积,根据口诀顺序,“反”排在“觅

(幂)”的后面,故选取反三角函数arctanx做u．又因xdx＝１
２dx２,故

∫xarctanxdx＝ １
２∫arctanxdx２　　　　　

＝ １
２x２arctanx－１

２∫x２darctanx

＝ １
２x２arctanx－１

２∫x２

１＋x２dx

＝x２

２arctanx－１
２∫１＋x２－１

１＋x２ dx

＝x２

２arctanx－１
２∫１－ １

１＋x２
æ

è
ç

ö

ø
÷dx

＝x２

２arctanx－１
２

(x－arctanx)＋C

【例４Ｇ３Ｇ６】　求∫lnxdx．

解　因为被积函数是单一函数,就可以看做被积表达式已经自然分成udv的形式了,直
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接应用分部积分公式,得

∫lnxdx＝xlnx－∫xdlnx( )＝xlnx－∫dx＝xlnx－x＋C

【例４Ｇ３Ｇ７】　求∫arcsinxdx．

解　同上例

∫arcsinxdx＝xarcsinx－∫xdarcsinx

＝xarcsinx－∫ x
１－x２

dx

＝xarcsinx＋１
２∫ １

１－x２
d(１－x２)

＝xarcsinx＋ １－x２ ＋C

练一练:

求下列各不定积分．

(１)∫xsec２xdx;　　(２)∫xe－xdx;　　(３)∫xarccotxdx;　　(４)∫arctanxdx．

有时须经过几次分部积分才能得出结果;有时经过几次分部积分后,又会还原到原来的积

分,此时通过移项、合并求出积分．

【例４Ｇ３Ｇ８】　求∫x２exdx．

解　∫x２exdx＝∫x２dex

＝x２ex －∫exdx２ ＝x２ex －２∫xexdx

右端的积分再次用分部积分公式,得

∫x２exdx＝x２ex －２∫xdex

＝x２ex －２xex －∫exdx( )
＝x２ex －２xex ＋２ex ＋C＝ex(x２－２x＋２)＋C

【例４Ｇ３Ｇ９】　求不定积分∫exsinxdx．

解　∫exsinxdx＝∫sinxdex

＝exsinx－∫exdsinx

＝exsinx－∫excosxdx

＝exsinx－∫cosxdex

＝exsinx－excosx＋∫exdcosx
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＝exsinx－excosx－∫exsinxdx

得到一个关于所求积分∫exsinxdx的方程,解出得

２∫exsinxdx＝ex sinx－cosx( )＋C１

所以 ∫exsinxdx＝ １
２ex sinx－cosx( )＋C

其中C＝１
２C１．

有些不定积分需要综合运用换元积分法和分部积分法才能求解．

【例４Ｇ３Ｇ１０】　求不定积分∫exdx．

解　令 x＝t,则x＝t２,dx＝２tdt,于是有

∫exdx＝∫et􀅰２tdt＝２et t－１( )＋C

＝２ex x－１( )＋C

练一练:

求下列各不定积分．

(１)∫x２sinxdx;　　　(２)∫excosxdx;　　　(３)∫cos xdx．

【研讨题】某人身高２m,在地球上可跳过与其身高相同的高度．假设他以相同的初速度

在月球上跳,请问能跳多高? 另外,为了能在月球上跳过２m,问他的初速度应为多少?

习题４Ｇ３

A．基本题

１．求下列不定积分．

(１)∫xe２xdx;　　　　　　　　 　　　　 (２)∫x２lnxdx;

(３)∫xcos２xdx; (４)∫(x２－１)cosxdx．

B．一般题

２．求下列不定积分．

(１)∫xcosxsinxdx;　　(２)∫ln２xdx; (３)∫x２e－xdx;　　(４)∫lnx
x２ dx．

C．提高题

３．求下列不定积分．

(１)∫e ２x－１dx; (２)∫e－xcosxdx;
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４．如果函数f(x)的一个原函数是lnx
x

,试求∫xf′(x)dx．

４．４∗　简单有理函数的积分

４．４．１　简单有理函数的积分

有理函数是指两个多项式之商的函数,即

P(x)
Q(x)＝

bmxm＋bm－１xm－１＋􀆺＋b１x＋b０

anxn＋an－１xn－１＋􀆺＋a１x＋a０
(an≠０,bm≠０)

当m＜n时,称为有理真分式,当m≥n时,称为有理假分式．任何一个假分式都可以通过

多项式除法化成一个多项式和一个真分式之和,例如:

x５＋x－１
x３－x ＝x２＋１＋２x－１

x３－x
有理函数的积分就是多项式和真分式的积分．多项式的积分是很容易的,真分式的积分必

须首先把有理真分式分解成部分分式之和,下面我们讨论怎样将真分式分解成部分分式

之和．
n次实系数多项式Q(x)在实数范围内总可以分解成一次因式与二次因式的乘积．
当Q(x)只有一次因式(x－a)k 时,分解后有下列k个部分分式之和:

P(x)
Q(x)＝

A１

(x－a)k＋ A２

(x－a)k－１＋􀆺＋ Ak

x－a
其中A１,A２,􀆺,Ak为待定常数．

当Q(x)只有二次因式(x２＋px＋q)s,其中p２－４q＜０,分解后有下列s个部分分式之和:

P(x)
Q(x)＝

M１x＋N１

(x２＋px＋q)s＋
M２x＋N２

(x２＋px＋q)s－１＋􀆺＋ Msx＋Ns

x２＋px＋q
其中M１,M２,􀆺,Ms,N１,N２,􀆺,Ns为待定常数．

当Q(x)既有因式(x－a)k 又有因式(x２＋px＋q)s 时,分解后有下列k＋s个部分分式

之和:

P(x)
Q(x)＝

A１

(x－a)k＋ A２

(x－a)k－１＋􀆺＋ Ak

x－a＋ M１x＋N１

(x２＋px＋q)s

＋ M２x＋N２

(x２＋px＋q)s－１＋􀆺＋ Msx＋Ns

(x２＋px＋q)
例如

２x＋３
(x－１)２ (x２＋x＋２)２＝ A１

(x－１)２＋ A２

x－１＋ M１x＋N１

(x２＋x＋２)２＋M２x＋N２

x２＋x＋２
真分式经过上面的分解后,它的积分就容易求出了．

【例４Ｇ４Ｇ１】　求∫x５＋x－１
x３－x dx．

解　 由多项式除法得x５＋x－１
x３－x ＝x２＋１＋２x－１

x３－x
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按真分式分解定理,可设２x－１
x３－x＝ ２x－１

x(x－１)(x＋１)＝
A
x＋ B

x－１＋ C
x＋１

去分母,得

２x－１＝A(x２－１)＋Bx(x＋１)＋Cx(x－１)
合并同类项,得

２x－１＝(A＋B＋C)x２＋(B－C)x－A
比较两端同次幂的系数,得方程组

A＋B＋C＝０
B－C＝２,

－A＝－１．

ì

î

í

ïï

ïï
　　　解得

A＝１

B＝１
２

C＝－３
２

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

于是, ２x－１
x３－x＝１

x＋ １
２(x－１)－

３
２(x＋１)

这种求待定常数A、B、C的方法称为待定系数法．
求A、B、C有更简捷地方法,在恒等式２x－１＝A(x２－１)＋Bx(x＋１)＋Cx(x－１)中,令

x＝０,得A＝１;令x＝１,得B＝１
２

;令x＝－１,得C＝－３
２．显然,求得A、B、C的值是相同的．

最后,原积分为

∫x５＋x－１
x３－x dx＝∫x２＋１＋１

x ＋ １
２(x－１)－ ３

２(x＋１)[ ]dx

＝ １
３x３＋x＋lnx ＋ln x－１ －ln x＋１( ) x＋１ ＋C

＝ １
３x３＋x＋ln x

x＋１
x－１
x＋１ ＋C

【例４Ｇ４Ｇ２】　求∫ ５x－３
x２－６x－７dx．

解　分解真分式, ５x－３
x２－６x－７＝ ５x－３

(x－７)(x＋１)＝
A

x－７＋ B
x＋１

去分母,得

５x－３＝A(x＋１)＋B(x－７)
令x＝７,得A＝４;令x＝－１,得B＝１,故有

５x－３
x２－６x－７＝ ４

x－７＋ １
x＋１

两端求积分得

　∫ ５x－３
x２－６x－７dx＝∫ ４

x－７＋ １
x＋１

æ

è
ç

ö

ø
÷dx

＝４ln|x－７|＋ln|x＋１|＋C＝ln|(x－７)４(x＋１)|＋C

４．４．２　三角函数有理式的积分

对三角函数(sinx 或cosx)只施行四则运算得到的式子称为三角函数有理式,记为

R(sinx,cosx)．它的积分记为
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∫R(sinx,cosx)dx

下面我们就来解决这个积分问题．

因为sinx＝
２tanx

２

１＋tan２ x
２

,　cosx＝
１－tan２ x

２

１＋tan２ x
２

所以可令tanx
２＝t,x＝２arctant,dx＝ ２dt

１＋t２,sinx＝ ２t
１＋t２,cosx＝１－t２

１＋t２．那么有

∫R(sinx,cosx)dx＝∫R ２t
１＋t２,１－t２

１＋t２
æ

è
ç

ö

ø
÷

２
１＋t２dt

显然,上式右端就是关于t的有理函数的积分了．

【例４Ｇ４Ｇ３】　求∫ １
sinx＋cosxdx．

解　令t＝tanx
２

,得

∫ １
sinx＋cosxdx＝∫ １

２t
１＋t２ ＋１－t２

１＋t２

２dt
１＋t２

＝∫ ２dt
１＋２t－t２ ＝－２∫d(１－t)

２－(１－t)２

＝ ２
２ln１－t－ ２

１－t＋ ２
＋C

＝ ２
２ln

１－ ２－tanx
２

１＋ ２－tanx
２

＋C

上述代换又称万能代换．这种代换虽然能普遍使用,但是不一定是最简捷的代换,有些三

角函数有理式积分采用其他方法更容易．

【例４Ｇ４Ｇ４】　求∫cosx－sinx
sinx＋cosxdx．

解　凑微分很快求出积分,即

∫cosx－sinx
sinx＋cosxdx＝∫ １

sinx＋cosxd(sinx＋cosx)＝lnsinx＋cosx ＋C

最后我们尚需指出,初等函数在其定义域内必存在原函数,但是某些初等函数的原函数却

不再是初等函数,例如∫e－x２
dx,∫dx

lnx
,∫sinx

x dx,∫ dx
１＋x４

,∫cosx
x dx,∫sinx２dx,∫xαe－xdx(α

不是整数)等等．它们的原函数就都不是初等函数,我们常称这些积分是“积不出来”的．

练一练:
求下列各不定积分．

(１)∫x２

１－x２dx;　　　　 (２)∫ x－５
x２＋２x－３dx

;　　　　(３)∫ sinx＋１
sinx(cosx＋１)dx．
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习题４Ｇ４

A．基本题

１．求下列不定积分．

(１)∫ １
(１＋x)(２＋x)dx;　　　　　 (２)∫ x＋３

x２－５x＋６dx
;

(３)∫ ４x－２
x２－２x＋５dx

; (４)∫x３－４x２＋２x＋９
x２－５x＋６ dx．

B．一般题

２．求下列不定积分．

(１)∫sinx
１－sinxdx; (２)∫ dx

２sinx－cosx＋５
;

(３)∫ １
１＋２tanxdx; (４)∫ １

１＋２tanxdx．

C．提高题

３．求下列不定积分．

(１)∫ x－１
(x２－２x＋５)２dx; (２)∫ x２＋１

x(x－１)２dx．

４．５　不定积分—综合应用实例

实例１(物体降落问题)　一个物体从一个上升的飞行器上掉落,当时飞行器位于离地面

５．６m高空,正以７m/s的速度上升,问多长时间该物体落到地面?
解　设在时刻t,物体的速度为v(t),离地面高度为s(t)．地球表面附近的重力加速度为

９．８m/s２．假设没有另外的力作用在下落的物体上,我们有

dv
dt＝－９．８(负号是因为重力作用于高度s减小的方向),

及条件v(０)＝７．这就是物体运动的数学模型．

对等式dv
dt＝－９．８两边同时取不定积分可得v＝∫－９．８dt＝－９．８t＋C１,将条件v(０)＝７代

入上式可得C１＝７．于是物体下落的速度为

v＝－９．８t＋７

因为速度是高度的导数,即v＝ds
dt

,当t＝０时物体掉落,当时位于离地面５．６m高空,所以

我们可建立如下的数学模型

ds
dt＝－９．８t＋７

s(０)＝５．６
{
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同样在方程ds
dt＝－９．８t＋７两边同时取不定积分可得

s＝∫(－９．８t＋７)dt＝－４．９t２＋７t＋C２

将条件s(０)＝５．６代入上式可得C２＝５．６．所以在时刻t物体离地面的高度为

s＝－４．９t２＋７t＋５．６
为了求该包裹落到地面的时间,令s＝０,即

－４．９t２＋７t＋５．６＝０

求得t１＝２,t２＝－４
７

(舍去)．

所以物体从气球上掉落后２s落到地面．
实例２(生产成本)　制造商通过各种生产实验发现产品的边际成本是由函数MC＝２q＋６

(千元/台)确定的,式中q是产品的单位数量．已知生产的固定成本为１０千元,求产品的生产

成本．
解　生产成本的导数C′(q)是边际成本MC,即C′(q)＝２q＋６．

所以 C(q)＝∫(２q＋６)dq＝q２＋６q＋C
根据固定成本的含义知C(０)＝１０,代入上式可得C＝１０．
故满足条件的生产成本为 C(q)＝q２＋６q＋１０
实例３(企业投资)　现对某个企业给予一笔投资A,经过测算,该企业在T 年中可以按每

年a 的均匀应收入率取得收入．若年利率为r,试求

(１)该投资的纯收入贴现值;
(２)收回该笔投资的时间是多少?
解　(１)因收入率为a,年利率为r,故投资后所获得的总收入现值为

y＝∫ae－rtdt＝－a
r∫e－rtd(－rt)＝－a

re－rt＋C

又t＝０时,y＝０,代入上式,得C＝a
r．

即 y＝－a
re－rt＋a

r ＝a
r

(１－e－rt)

故投资后的T 年中获得的纯收入贴现值为

R＝y(T)－A＝a
r

(１－e－rT)－A

(２)收回投资,即总收入的现值等于投资,于是有

a
r

(１－e－rt)＝A

解得t＝１
rln a

a－Ar
,即收回投资的时间为t＝１

rln a
a－Ar．

实例４(结冰厚度)　美丽的冰城常年积雪,滑冰场完全靠自然结冰,结冰的速度由函数

dy
dt＝kt k＞０为常数( )所确定,其中y是从结冰起到时刻t冰的厚度,求结冰厚度y关于时

间t的函数．
解　根据题意,结冰厚度y关于时间t的函数为

􀅰８２１􀅰
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y＝∫kt
１
２dt＝ ２

３kt
３
２ ＋C

其中常数C是结冰的时间所决定．如果t＝０时刻开始结冰的厚度为０,即y ０( )＝０．

代入上式可得C＝０,所得函数为y＝２
３kt

３
２ ,即为结冰厚度关于时间的函数．

复习题４
(历年专插本考试真题)

一、单项选择题

１．(２０１５/３)设F x( )为f x( )的任一原函数,C为任意常数,则∫f ２x( )dx＝ (　　)．

A．F x( )＋C　　　　B．F ２x( )＋C　　　　C．１
２F ２x( )＋C　　　　D．２F ２x( )＋C

２．(２０１３/６)若函数f x( ) 和F x( ) 满足F′ x( ) ＝f x( ) x∈R( ),则下列等式成立的

是(　　)．

A．∫１
xF ２lnx＋１( )dx＝２f ２lnx＋１( )＋C

B．∫１
xF ２lnx＋１( )dx＝ １

２f ２lnx＋１( )＋C

C．∫１
xf ２lnx＋１( )dx＝２F ２lnx＋１( )＋C

D．∫１
xf ２lnx＋１( )dx＝ １

２F ２lnx＋１( )＋C

３．(２００９/４)积分∫cosxf′(１－２sinx)dx＝ (　　)．

A．２f(１－２sinx)＋C B．１
２f(１－２sinx)＋C

C．－２f(１－２sinx)＋C D．－１
２f(１－２sinx)＋C

４．(２００８/４)下列函数中,不是e２x－e－２x的原函数的是(　　)．

A．１２ ex＋e－x( )２ B．１
２ ex－e－x( )２

C．１
２ e２x＋e－２x( ) D．１

２ e２x－e－２x( )

５．(２００７/３)设F(x)是f(x)在(０,＋¥)内的一个原函数,下列等式不成立的是(　　)．

A．∫f(lnx)
x dx＝F(lnx)＋C B．∫cosxf(sinx)dx＝F(sinx)＋C

C．∫２xf(x２＋１)dx＝F(x２＋１)＋C D．∫２xf(２x)dx＝F(２x)＋C

６．(２００５/２)设f(x)是在(－¥,＋¥)上的连续函数,且∫f(x)dx＝ex２
＋c,则∫f(x)

x
dx＝
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(　　)．

A．－２ex２
B．２ex＋c C．－１

２ex２
＋c D．１

２ex＋c

二、填空题

１．(２０１２/二．７)若f x( )＝∫tanx
x dx,则f″ π( )＝ ．

２．(２００３/一．８)若f x( )的一个原函数为xe－x,则f x( )＝ ．

３．(２００１/一．６)计算∫x２f(x３)􀅰f′(x３)dx＝ ．

三、计算题

１．(２０１５/１４)计算不定积分∫ x＋２
x＋３dx．

２．(２０１４/１４)计算不定积分∫ １
x＋２( ) x＋３

dx．

３．(２０１３/１５)计算不定积分∫sin３x
cos２xdx．

４．(２０１２/１４)计算不定积分∫ln１＋x２( )dx．

５．(２０１１/１４)计算不定积分∫ １
x２ x２－１

dx(x＞１)．

６．(２０１０/１４)计算不定积分∫cosx
１－cosxdx．

７．(２００９/１４)计算不定积分∫arctan xdx．

８．(２００８/１４)求不定积分∫sinx＋sin２x
１＋cosx dx．

９．(２００７/１４)计算不定积分∫２x － １
(３x＋２)３ ＋ １

４－x２

é

ë
êê

ù

û
úúdx．

１０．(２００６/１２)计算不定积分∫ dx
x(１－x)

．

１１．(２００５/１５)计算不定积分∫ １
３
x．

－１
x ＋３x ＋ １

sin２x
æ

è
ç

ö

ø
÷dx．
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